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守正笃实，久久为功。
——出自 2014年 7月时任北大校长王恩哥在本科生毕业典礼上的演讲
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前 言

起初并非奔着整理出本讲义的目标而来，而是想着将材料加工数值模拟所涉

及的基础数学与物理知识做个简略的归纳，以便于下一步深入开展自己的科研工

作，同时也为指导学生提供一个理论讲解大纲。然而，随着整理工作的推进，逐

渐回忆起自己近十年针对材料加工数值模拟的学习历程，发现可供学习的中、英

文教材很多，网上的各类学习资料更是数不胜数，但总体上存在两个明显的困境。

第一个困境是：对于从事材料加工数值模拟技术开发的学生，其学习的起点

往往是所在课题组积累的资料，但由于绝大多数课题组已形成了成熟的研究方向，

所积累的学习资料针对性很强，同时也意味着存在一定的片面性，导致学生所掌

握的基础数学与物理知识存在一定的局限，进而影响其深入开展数值模拟技术开

发。学习各类相关的中、英文教材是克服此困境的通用方法，但各个教材的关注

点不一，而且单本教材往往就单个理论或技术的讲解较深，致使学生需要反复穿

插于多本中、英文教材之间，以期建立起自己的完整知识架构，此过程需耗费极

大的精力，而且往往难以取得较好的效果，我自己就对此深有感触。

第二个困境是：对于只是想利用数值模拟技术来辅助实验研究的学生，其往

往会选择一款商用化软件，再找一本名为“某某软件从入门到精通”的软件操作

书，依葫芦画瓢地开展针对自己所研究工艺的模拟仿真。由于这类学生几乎从未

接触过材料加工数值模拟所涉及的基础数学与物理知识，导致其在操作软件过程

中对很多设置似懂非懂，甚至无法判断计算结果的物理合理性，从而难以最大程

度地发挥商用化软件作用，以致于很多从事实验研究的学生形成了数值模拟只是

用来装装样子的认识。

本讲义以期为破解上述两个困境贡献出绵薄之力，故讲义的内容涉及数值模

拟的三要素“数学基础—物理控制方程—数值计算方法”，本讲义想回答的最根

本的问题是“各类描述物理规律的数学公式是如何被推导出来的？以及如何处理

这些物理公式以预测各类现象”。本讲义取名为“材料加工理论与数值计算方法”，

其实以目前的讲义内容来看，此名称取得过大了。一方面，几乎所有的制造方式

（等材制造、减材制造以及增材制造）都可认为涉及材料加工，可见“材料加工

理论”是何等的宽泛，而本讲义并未针对某个具体的材料加工工艺，而是推导了

最为基本的热传导、流动与应力应变控制方程，并且只是针对热传导、流动以及

应力应变所涉及的简单情形，另外，本讲义涉及了流变学与非牛顿流体本构模型，

以开阔读者在本构模型方面的认识。另一方面，“数值计算方法”所包含的内容

更是难以罗列，而本讲义只涉及了最常见的三种数值计算方法（有限差分法、有

限体积法以及有限元法），并且主要关注这三类方法的基本思想。
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本讲义之所以取如此泛的名称，一方面是希望不同专业领域的同学不会因为

名称过于有针对性而觉得内容一定与自己无关，另一方面是希望本讲义的更新和

完善工作能够一直持续下去。本讲义希望达到的目标是：讲清楚如何借助数学知

识针对基本物理问题构建物理控制方程，以及讲清楚如何借助基本数值计算方法

针对物理控制方程预测各类现象，进而帮助读者建立基本的、完整的材料加工数

值模拟框架。因此，不管你是从事材料加工数值模拟技术开发的学生，或是想利

用数值模拟技术来辅助实验研究的学生，都应该是本讲义的目标读者。对于第一

类读者，先基于本讲义建立基本的数值模拟框架，将有助于下一步准确学习更深

入的资料以及进一步开展有针对性的模拟技术开发。对于第二类读者，先基于本

讲义建立基本的数值模拟框架，将有助于深刻认识商用化软件的底层思维，以更

大限度地利用商用化软件。另外，本讲义对读者的前期知识要求不多，只需具备

一定的高等数学与编程基础即可（大二及以后的学生即可满足要求）。如读者只

对传热与流动感兴趣，可只看前七章内容，如对应力应变感兴趣，建议阅读全文。

虽然本讲义是由我个人整理而成，但其中所涉及的数学、物理以及数值计算

知识均是基于多年来学习的各类资料，文中也尽可能地标注了引用来源。非得说

本讲义有哪些内容是属于我自己的话，我觉得应当是我基于自己的理解、用自己

的话将这些知识串联起来了。因此，不管是出于主观原因（如个人理解片面、引

用格式不规范）或客观原因（如公式编辑出错），本讲义中出现错误是难以避免

的 ， 请 对 本 讲 义 有 疑 问 或 发 现 本 讲 义 有 错 误 的 读 者 能 通 过 邮 箱

caoliu@gzhu.edu.cn与我联系，以共同完善本讲义，同时也欢迎大家传播本讲义。

后续我也会不断发布本讲义的更新版本（发布方式见下文），并列出有贡献的人

员名单。

最后，能够完成本讲义的整理工作离不开我在华中科技大学材料学院九年的

学习生活，文中的许多内容来源于本科时的专业课教材以及硕博期间课题组积累

的相关学习资料，同时，也离不开近五年来在广州大学系统流变学研究所的工作

积累。当然，本讲义绝对不是我与读者们在材料加工数值模拟道路上的终点，而

应当是起点、扎实的起点！

曹流

2022年 10月于广州
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讲义下载地址及版权说明

（1）讲义下载地址

读者可通过两种方式下载本讲义：一是百度网盘，二是我的个人主页。讲义

后续的更新与完善也将通过这两种方式进行同步。

1）通过百度网盘下载

百度网盘的下载链接和提取码如下（永久有效）：

链接：https://pan.baidu.com/s/1onDnY6F70EBPlgeFCqtFXg?pwd=2022
提取码：2022

百度网盘的下载二维码如下（使用微信扫描）：

2）通过个人主页下载

查看我的个人主页 https://caoliu0909.github.io/即可下载。

（2）版权说明

虽然本讲义的知识性内容来源于各类资料，但作者基于自己的理解、用自己

的话将这些知识串联起来的工作也应受到知识产权的保护。因此，本讲义所有页

面的页脚均添加了版权信息，希望读者在传播本讲义时能够以全文形式传播，另

外，不得将本讲义用于任何盈利活动。

如需引用本讲义，可采用如下引用格式：

 曹流. 材料加工理论与数值计算方法[R]. 广州: 广州大学, 2022.
https://pan.baidu.com/s/1onDnY6F70EBPlgeFCqtFXg?pwd=2022.

https://pan.baidu.com/s/1onDnY6F70EBPlgeFCqtFXg?pwd=2022
https://caoliu0909.github.io/
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讲义更新记录及有贡献人员名单

为持续地更新与完善本讲义，这里会对本讲义的更新情况进行记录，并列出

对本讲义更新与完善有贡献的人员。请对本讲义有疑问、发现本讲义有错误或者

希望在本讲义中添加内容的读者能通过邮箱 caoliu@gzhu.edu.cn与我联系。

（1）讲义更新记录

讲义版本 主要更新内容 时间

v1.0 正式发布 2022年 10月

（2）有贡献人员名单

人员 贡献内容 时间

曹流 讲义 v1.0全文整理 2022年 10月
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零、数学基础

0.1 标量

标量（Scalar）[1]是仅含有单个数值的量，如温度、密度、压强、体积、质量、

时间等。标量的运算不再赘述。

0.2 矢量

矢量（Vector）[1]是既有数值也有方向的物理量，如速度、动量、力等。在

笛卡尔坐标系下，速度矢量U

可以写为（矢量可视为列向量）：

















w
v
u

wvu kjiU


[0.2.1]

矢量的量值（模）为：

222U wvu 


[0.2.2]

矢量的和为：

     










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






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21212121 kjiUU
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wwvvuu


[0.2.3]

标量乘以矢量为：

















aw
av
au

awavaua kjiU


[0.2.4]

矢量点乘矢量（矢量点乘矢量的结果是一个标量，在几何上反映的是一个向

量在另一个向量上的投影，量值上等于两个向量的模与两个向量的夹角的余弦的

乘积）：

    212121

2

2

2

111

2

2

2

1

1

1
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





















[0.2.5]

矢量叉乘矢量（矢量叉乘矢量的结果仍然是一个矢量，它的方向由右手定则

确定，且垂直于两个矢量所确定的平面，它的量值等于两个矢量的模与两个矢量
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的夹角的正弦的乘积的绝对值，在几何上它反映的是两个矢量所形成的平行四边

形的面积，图 0.2.1）：

 2121213 U,UsinUUUUU


 [0.2.6]

图 0.2.1 矢量叉乘矢量的几何意义

矢量叉乘矢量的行列式表示为：

     

























1221
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122121121221
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UU
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wvwv

vuvuwuwuwvwv
wvu
wvu






[0.2.7]

三个矢量的混合乘积（混合乘积为一个标量，代表了由这三个矢量所形成的

平行六面体的体积，这三个矢量所形成的四面体的体积则可以通过该混合乘积乘

以 1/6得到，图 0.2.2）：

 

     122132112312213

222

111

333

213 UUU

vuvuwwuwuvwvwvu
wvu
wvu
wvu






[0.2.8]

图 0.2.2 矢量混合乘积的几何意义
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0.3 哈密尔顿算子

哈密尔顿算子 [1]用于计算某一物理量在三个坐标方向上的偏导数的矢量和。

kji


zyx 










 [0.3.1]

0.4 梯度

当哈密尔顿算子作用于标量T时，即可得该标量在空间中的梯度（Gradient）
[1]（可以看作是标量乘以矢量），标量场的梯度是一个矢量场， T 代表了空间

中任意点上标量变化最大的方向和变化量， T 垂直于该点处的等值线或等值面。

以爬山为例，假设标量T代表海拔高度，那么你所占位置的梯度 T 代表着最陡

峭的方向以及该方向的斜率大小，最陡峭的方向一定与等海拔线相垂直（图

0.4.1）。当你所站位置的梯度 T 为零，意味着你周围是一块平地。

kji


z
T

y
T

x
T

z

y

x
TTgradT











































 [0.4.1]

图 0.4.1 爬山



Copyright by Liu CAO (曹流) Email: caoliu@gzhu.edu.cn
— 4 —

0.5 散度

当哈密尔顿算子与矢量U

点乘时，即可得该矢量场的散度（Divergence）[1]

（可以看作是矢量点乘矢量），矢量场的散度是一个标量，矢量场的散度可用于

表征空间各点矢量场发散的强弱程度，物理上，散度的意义是场的有源性。当散

度大于 0，表示该点有散发通量的正源（发散源）；当散度小于 0，表示该点有

吸收通量的负源（洞或汇）；当散度为 0，表示该点的矢量场场线没有发出也没

有汇聚。当矢量U

代表空气速度时，某处的空气速度散度 U


 决定着该处的空

气处于膨胀、收缩或不膨胀不收缩中的哪个状态，当 0U 


时，意味着该处的

空气处于膨胀状态；当 0U 


时，意味着该处的空气处于收缩状态；当 0U 


时，意味着该处的空气处于既不膨胀也不收缩的状态。可见，速度散度 U

 决

定着该材料是否具有可压缩性，当 0U 


时，意味着该材料是可压缩的；当

0U 


时，意味着该材料是不可压缩的。
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











































 UU


[0.5.1]

标量的梯度为矢量，矢量的散度为标量，我们把“先梯度后散度”的操作合

称为拉普拉斯算子 2 或Δ，很明显，标量经过拉普拉斯算子运算以后仍是标量。

拉普拉斯算子Δ的物理含义常常与扩散现象有关，温度的拉普拉斯算子 TΔ 代表

着该处热量扩散的强度。

  222
2 Δ

z
T

y
T

x
T

z
T
y
T
x
T

zyx
TTT

222




























































 [0.5.2]
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0.6 旋度

当哈密尔顿算子与矢量U

叉乘时，即可得该矢量场的旋度（Curl）[1]（可以

看作是矢量叉乘矢量），矢量场的旋度是一个矢量，矢量场的旋度代表了矢量做

旋转运动的方向和强度。旋度向量的方向表示向量场在这一点附近旋转度最大的

环量的旋转轴，它和向量旋转的方向满足右手定则。旋度向量的大小则是绕着这

个旋转轴旋转的环量（矢量场沿曲线的积分）与旋转路径围成的微面元的面积之

比。旋度是向量场的一种强度性质，就如同密度、浓度、温度一样。当矢量U

表

示速度时，其旋度 U


 的方向代表着该处旋转的方向，旋度 U


 的大小代表

着该处旋转的强度。以图 0.6.1中的气流为例，飞机右翼引发的气流漩涡为逆时

针旋转，所以漩涡中心处的旋度方向为垂直平面朝外，非漩涡中心处的旋度方向

也是垂直平面朝外，漩涡中心处的旋度大小与非漩涡中心处的旋度不同（越靠近

中心处越大）。同时，飞机左翼应当也引发了一个漩涡，旋转方向应该与右侧漩

涡刚好相反（翼尖涡流，图 0.6.2）。以磁场中的磁感应强度 B

（矢量，用于描

述磁场的强弱和方向）为例，磁感应强度的旋度 B


 的大小一定不为 0，所以

我们称磁场是有旋场（图 0.6.3）。以静电场中的电场强度 E

（矢量，用于描述

电场的强弱和方向）为例，电场强度的旋度 E


 的大小一定为 0，所以我们称

静电场是无旋场（图 0.6.4）。需要额外指出的是，感生电场是有旋场，其又被

称为涡旋电场，这里不做过多分析。

kji

kji

UU





























































y
u

x
v

x
w

z
u

z
v

y
w

wvu
zyx

curl [0.6.1]
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图 0.6.1 农业飞机翼尖激起的气流

图 0.6.2 翼尖涡流

图 0.6.3 磁感线
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图 0.6.4 静电场

0.7 什么是张量

张量（Tensor）[1]是基于标量和矢量向更高维度的推广，它通过将一系列具

有某种共同特征的数进行有序的组合来表示一个更加广义的“数”。其中，二阶

张量在形式和性质上与二维矩阵有着高度的一致性，而在控制方程推导中绝大多

数情况下所涉及的也都是二阶张量，如笛卡尔坐标系下的剪切应力张量 ij ：



















zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

ij

τττ
τττ
τττ

 [0.7.1]

可以看出，二阶张量有 9 个分量，而三阶张量有 27 个分量，更一般的，n
阶张量有 3n个分量。可以认为标量是零阶张量，矢量是一阶张量。在表示各个

分量时，如果一个一个的列出来是非常麻烦的，因此通过下标索引符号（如 i,j,k），
引入了更为简洁的张量表示法。

标量在张量表示法中没有下标或者说下标个数为 0，如温度T；矢量在张量

表示法中有一个下标，如速度 iu ；二阶张量在张量表示法中有两个下标，如剪切

应力张量 ij 。在三维笛卡尔坐标系中，下标 3,2,1i 、 3,2,1j ，同时，我们也

可以视 zyxi ,, 、 zyxj ,, 。

自由标：在张量表示法中，当一个下标符号仅出现一次时，则该下标为自由

标，须遍历该下标所有的取值。

 当有且仅有一个自由标时，表示的是矢量：
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Ukjikji 321

3

2

1 

















 wvuuuu
u
u
u

ui [0.7.2]

TgradT
z
T

y
T

x
T

x
T

x
T

x
T

x
T
x
T
x
T

x
T

i




























































 kjikji

321

3

2

1


[0.7.3]

 当有且仅有两个自由标时，表示的是二阶张量，此时需要对 i和 j均进行遍

历取值，从而得到 9个分量：



































zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

ij

τττ
τττ
τττ

τττ
τττ
τττ

333231

232221

131211

 [0.7.4]

哑标与爱因斯坦（Einstein）求和约定：根据爱因斯坦求和约定，当下标重

复出现两次时，则对该下标的索引项进行求和，该下标被称为哑标。

 当有且仅有一个哑标时，表示的是一个标量：

332211ii babababa  [0.7.5]

UU
3

3

2

2

1

1

i

i




























 div

z
w

y
v

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

[0.7.6]

 当有且仅有一个自由标和一个哑标时，自由标和哑标均进行遍历，最终得到

的是一个矢量：























333232131

323222121

313212111

jij

bababa
bababa
bababa

ba [0.7.7]

 

     

     

     

     

     

     































































































































z
ww

y
wv

x
wu

z
vw

y
vv

x
vu

z
uw

y
uv

x
uu

x
uu

x
uu

x
uu

x
uu

x
uu

x
uu

x
uu

x
uu

x
uu

x
uu

3

33

2

23

1

13

3

32

2

22

1

12

3

31

2

21

1

11

j

ji [0.7.8]

 当有多个自由标和多个哑标时，张量展开的原则与上述情况相同，只是更加

复杂，通常的展开顺序是首先对哑标索引项进行连续展开求和，然后对自由

标进行展开：
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




































































































































3

3
333

3

2
332

3

1
331

2

3
323

2

2
322

2

1
321

1

3
313

1

2
312

1

1
311

3

3
233

3

2
232

3

1
231

2

3
223

2

2
222

2

1
221

1

3
213

1

2
212

1

1
211

3

3
133

3

2
132

3

1
131

2

3
123

2

2
122

2

1
121

1

3
113

1

2
112

1

1
111

j

k
ijk

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u







 [0.7.9]

（注：
j

k
ijk x

u

 表示的是一个矢量，事实上，结合 ijk 符号的定义，

j

k
ijk x

u

 就是流

场的旋度。）

有几点需要注意的是：

 自由标的个数决定了该张量的阶数，当自由标个数为 0时，该张量为 0阶，

即标量；当自由标个数为 1时，该张量为 1阶，即矢量；当自由标个数为 2
时，该张量为二阶张量；依此类推。

 张量的表示法中所说的下标个数的统计均是在一个独立的项之内完成的，如

jiba （结果为二阶张量）。通过“+”号或“－”号连接的表达式不可合并在

一起进行展开，如 ji ba  （就是两个矢量相加，结果为矢量）。

 如果在一个独立的项中某个下标重复出现了三次或以上呢？说明写错了，张

量中不会出现重复三次及以上的下标。

0.8 张量的运算

矢量的并矢积 UU


 或 UU

：将两个矢量的各个方向进行并置，从而得到一

个二阶张量[1]。

  jiUUUU uu
wwwvwu
vwvvvu
uwuvuu

wvu
w
v
u

w
v
u

w
v
u T






































































[0.8.1]

矢量的梯度 U


 或 U


 ：运算与矢量的并矢积一致，结果是一个二阶张量。

 
i

jUU
x
u

z
w

z
v

z
u

y
w

y
v

y
u

x
w

x
v

x
u

wvu

z

y

x

w
v
u

z

y

x T







































































































































[0.8.2]
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（下标 i代表行，下标 j代表列）

张量相加：

ijij  






















zzzzzyzyzxzx

yzyzyyyyyxyx

xzxzxyxyxxxx

τστστσ
τστστσ
τστστσ

[0.8.3]

标量乘以张量：

ij




 a
aaa
aaa
aaa

a

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx


















 [0.8.4]

张量点乘矢量：

jijU u
wτvτuτ
wτvτuτ
wτvτuτ

w
v
u

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx






 
























































[0.8.5]

矢量点乘张量：

  ijiU 




 u
wτvτuτ
wτvτuτ
wτvτuτ

wvu

zzyzxz

zyyyxy

zxyxxx

T

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx


























































[0.8.6]

（由式[0.8.5]和式[0.8.6]可知，当张量 ij 为对称张量时，   UU


；当张量 ij 为

非对称张量时，   UU


。）

张量的散度：

j

ji

T

x

z
τ

y
τ

x
τ

z
τ

y
τ

x
τ

z
τ

y
τ

x
τ

zyx
zzyzxz

zyyyxy

zxyxxx

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx




























































































































 [0.8.7]

两个张量的点乘（结果为张量）：

kjikτσ

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx











































 [0.8.8]

      DACBDCBA


 [0.8.9]

张量的双点积（结果为标量，即两个张量的点乘所得到张量的对角线代数和）：
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      CBDADC:BA

 [0.8.10]

           
            0jk:kijj:jiji:ii

1ik:kiij:jiii:ii







[0.8.11]

jiij

::





















































zzzzyzzyxzzxzyyzyyyyxyyxzxxzyxxyxxxx

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

[0.8.12]

0.9 二阶张量的不变量和矩

针对笛卡尔坐标系下的二阶张量，当坐标系发生变化时，该张量的各个元素

值会随之发生变化，但是，如果对该张量进行一定的运算，可以得到一些不随坐

标系变化而变化的标量，这种标量被称为张量的标量不变量，简称为张量的不变

量[2]。

这里以应力张量



















zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

ij

τττ
τττ
τττ

 为例（假设为对称张量）。二阶张量有三

个主不变量：

zzyyxxii  1I [0.9.1]

 

   
222

222222222

2

222
2
1222

2
1
2
1I

yzxzxyzzyyzzxxyyxx

yzxzxyzzyyxxzzyyzzxxyyxxzzyyxx

jiijjjii

ττττττ

ττττττ

ττττ











[0.9.2]

  2
xy

2
xz

2
yz3 2detI  zzyyxxyzxzxyzzyyxx  [0.9.3]

321 I,I,I 分别被称为第一、第二、第三不变量，事实上，第一不变量 1I 为二阶

张量对角线元素和；第二不变量 2I 为将二阶张量拆成 3个 2×2矩阵的行列式之

和；第三不变量 3I 为二阶张量的行列式。需要说明的是，并不是只有二阶对称张

量才有不变量，式[0.9.1]~式[0.9.3]只是以二阶对称张量为例，给出了其三个不变

量，所有的二阶张量都有三个不变量。
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另外，对于二阶张量而言，还有所谓的矩的概念，即二阶张量 的 n阶矩指

的是 n个二阶张量 点乘后所得张量的对角线元素之和。通常，我们比较关心二

阶张量的一阶矩 I、二阶矩 II、三阶矩 III，而且，二阶张量的矩与二阶张量的不

变量具有转换关系（可见，二阶张量的矩也是不变量）：

  1ItrI   [0.9.4]

    2
2

1 I2ItrII   [0.9.5]

    321
3

1 I3II3ItrIII   [0.9.6]

II1  [0.9.7]

 III
2
1I 2

2  [0.9.8]

III
3
1III

2
1I

6
1I 3

3  [0.9.9]

二阶张量还有的一个性质是：二阶对称张量存在三个主轴和三个主值，如果

取主轴为坐标轴，则两个下角标不同的分量都将为零，留下两个下角标相同的三

个分量，即主值。在固体力学分析中，常常利用此性质以实现简便分析应力状态

的目的。

参考资料：

[1] https://www.zhihu.com/column/cfdnotebook.
[2] 二阶张量的不变量.ppt
[3] 图片来源于《The Finite Volume Method in Computational Fluid Dynamics:  An

Advanced Introduction with OpenFOAM and Matlab》以及网络.
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一、热传导控制方程

所谓控制方程，就是描述事物运行规律的数学表达式，比如我们初中学习的

牛顿第二定律 am

F 就是控制方程，再比如我们采用物理量 z来定量化描述某个

物理现象，发现 z的影响因素有 x和 y，于是我们建立了一个方程式  yx,fz  来

描述 z与 x、 y的关系，这种我们经常见到的函数关系式其实就是控制方程。但

是当我们在描述实际现象时，比如说我们将热水倒入茶杯后，把茶杯放入冰箱，

想知道水的温度是如何随时间变化的（我们认为茶杯中的水没有发生流动），我

们发现很难用一个简单的公式来描述这个现象，一方面，各处的水温变化是不一

样的，而且从严格意义上来讲一杯水中含有无限多个点，难道我们要写出无限多

个方程式？另一方面，用圆柱形的茶杯盛水和用方形的茶杯盛水，水温的变化应

该是不一样的，难道我们还需要在控制方程中考虑茶杯的形状？那控制方程就无

穷无尽了！

接着考虑上面的问题，不管我们用圆柱形的茶杯盛水，还是用方形的茶杯盛

水，也不管我们用铁茶杯，还是用塑料茶杯，甚至不管我们是盛水，还是盛食用

油，这些应该属于同一类问题，那么这一类问题本质上的变化规律应该是一致的。

于是，我们需要找到这一类问题的本质，进而只要描述清楚这个本质（构建控

制方程），那么不管我们碰到这一类问题中具体的哪一个，我们应该都可以解

决了。思考到这里，可能有些读者还是似懂非懂，这是因为一直以来我们习惯了

宏观思维，宏观世界中的现象千变万化，会给我们一件事情与另一件事情差别很

大的错觉，比如不锈钢可以用来制造筷子和碗，也可以用来制造自行车和汽车，

甚至可以用来制造飞船，但我们从微观层面上来看不锈钢还是不锈钢，并没有什

么不同。讲到这里，如果读者已经学习过微积分课程，就应该开始明白微积分与

物理的关系了，简单来说，微积分包含了一大类数学工具，我们可以利用微积分

工具从微观层面上认识事物运行的本质，这也是为什么接下来我们得到的各类控

制方程都是微分方程。至于从微观层面上认识清楚事物本质之后，怎么才能预测

宏观情形呢？这是后面数值计算方法所要回答的问题。所以，最开始我们要弄清

楚怎么构建微分控制方程来描述微观层面的事物运行规律。

在构建各类控制方程之前，我们需要先了解几个控制方程推导过程中所涉及

的基本操作：

 微元体

因为我们要从微观层面上来认识事物运行的规律，那么我们的研究对象就不
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能是某个具体的实际物品（如茶杯），而是一个微元体。这个微元体其实就是一

个长方体（图 1.1），这个长方体的各个面与相应的坐标轴垂直，长方体的长、

宽、高（即三个方向上的长度）分别为 x 、 y 、 z 。 x 、 y 和 z 可以被认为

就是三个很小的正数，需要说明的是， x 与微积分里的微分 x 是不一样的概念，

x 被认为是无限趋近于 0 但又大于 0的数，但并不要求 x 无限趋近于 0。很明

显，微元体的体积为 zyx  ，微元体的侧面面积为 zy 、 zx 、 yx 。

图 1.1 微元体

 微元体内线性变化假设

因为我们取的微元体是很小的区域，因此，我们有理由认为物理量在这个很

小区域内的变化是线性的。以物理量温度T为例，我们设微元体中心的坐标为

 zy,x, ，微元体中心的温度值为  zy,x,T ，我们希望借助  zy,x,T 得到右侧面中

心的温度值 





  zy,x,xT 

2
1

。于是我们认为温度在微元体中心到右侧面中心之间

是线性变化的，其变化斜率为
x
T



，于是我们可得右侧面中心的温度值为：

  x
x
Tzy,x,Tzy,x,xT 

2
1

2
1











  [1.1]

很显然，左侧面中心的温度值为：

  x
x
Tzy,x,Tzy,x,xT 

2
1

2
1











  [1.2]

其他四个面的中心的温度值也可以容易得到。

 微元面内均匀分布假设

一个微元体含有 6个微元面。构建控制方程过程中，我们可能会碰到对微元
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面求积分的操作，比如我们知道右侧面中心的 X方向速度大小为u，我们希望计

算通过右侧面流进或流出的流量。于是，我们认为右侧面上所有点的 X方向速

度大小的平均值就是右侧面中心的 X方向速度大小u，因此，这个积分的结果就

是 zyu  。

接下来，我们正式进入各类控制方程的推导。首先，我们推导热传导方程，

即如何从微观层面上描述热传导现象。热传导方程的本质是能量守恒定律，能量

守恒定律可表示为：

【微元体的能量变化】=【通过微元面交换的能量】+【微元体自身产生的能量】

图 1.2是我们针对热传导问题所建立的微元体，其中，我们设微元体中心的

热流密度（矢量，物理含义为单位面积单位时间所通过的热量）在三个正方向上

的分量分别为 xq 、 yq 、 zq 。考虑到只有垂直于微元面的热流密度分量才能导入

或导出热量，于是我们很容易计算出 6个微元面中心与自身垂直的热流密度分量

值（图 1.2）。

图 1.2 针对热传导问题所建立的微元体

于是，借助微元面内均匀分布假设，可得 X方向上净流入的能量为：

δxδyδz
x
qδyδzδx

x
qqδyδzδx

x
qq xx

x
x

x 

























2
1

2
1

[1.3]

Y方向和 Z方向上净流入的能量分别为：

δxδyδz
y
q

δxδzδy
y
q

qδxδzδy
y
q

q yy
y

y
y 




























2
1

2
1

[1.4]

δxδyδz
z
qδxδyδz

z
qqδxδyδz

z
qq zz

z
z

z 

























2
1

2
1

[1.5]

于是，【通过微元面交换的能量】为：
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 δxδyδzqδxδyδz
z
qδxδyδz

y
q

δxδyδz
x
q zyx 













 [1.6]

进一步，傅立叶导热定律告诉我们 Tkq  ，将傅立叶导热定律代入式[1.6]

可得【通过微元面交换的能量】为：

    δxδyδzTkδxδyδzq   [1.7]

【微元体自身产生的能量】为：

zyxQ  [1.8]

【微元体的能量变化】为：

  zyx
t
cT 



[1.9]

联立式[1.7]~式[1.9]，可得：

   zyxQδxδyδzTkzyx
t
Tc  



[1.10]

进一步可写为：

    ρQTk
t
ρcT





[1.11]

式中， 为密度；c为比热容，物理含义为单位质量的材料，温度升高或降低 1 K，

需要吸收或释放的热量；T为温度；k为导热系数，物理含义为相距为 1 m的两

个点，两者温差为 1 K，单位时间沿两点连线所传递的热量；Q为体热源，物理

含义为单位时间单位质量内物体自身产生或吸收的热量。式[1.11]就是我们用来

描述热传导现象的控制方程，即所谓的热传导控制方程。通过热传导控制方程的

推导，我们发现我们假设的微元体长、宽、高 x 、 y 、 z 被消除了，得到的控

制方程完全是从微分角度来描述事物的，因此，该控制方程应当适用于材料内部

所有的点。

当我们认为物性参数是常数时，式[1.11]可改写为：

  ρQTkρQTk
t
Tρc 

 Δ [1.12]

通常，控制方程只能用来描述物体内部的变化规律，因为我们研究的微元体

是材料内部的一部分。所以，在描述实际物理现象时，我们还需要所谓的边界条

件，比如我们把那杯热水放进冰箱，还是放进烤箱，区别就在于边界条件不一样。

对于温度边界条件而言，一般分为三类：

 第一类边界条件（定温边界条件）

此时直接指定边界面上的温度值，数学形式为：
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TT  [1.13]
 第二类边界条件（定热流边界条件）

此时指定了边界面上的热流密度，数学形式为：

qn
z
Tkn

y
Tkn

x
TknTk zyx 












 
[1.14]

式中， n为边界面的外法向单位向量。

 第三类边界条件（对流换热边界条件）

此时指定了外界介质的温度 aT 和对流换热系数 h，数学形式为：

 TThn
z
Tkn

y
Tkn

x
TknTk azyx 












 
[1.15]

至此，我们已经构建出了用于描述热传导规律的热传导控制方程，意味着如

果在实际过程中我们碰到一个传热的问题，该问题只涉及到热传导，或者热传导

占其传热作用的主要部分，我们就可以用热传导控制方程加上三类温度边界条件

去处理它了。但是，如果该问题还涉及到热辐射或热对流，且热辐射或热对流起

到主要影响，那么使用热传导控制方程就不合适了。当然，我们也会有对应的控

制方程和边界条件来处理热辐射与热对流。

参考资料：

[1] 热传导控制方程推导.pptx
[2] 图片来源于《An Introduction to Computational Fluid Dynamics: The Finite

Volume Method》.
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二、流动控制方程

对于流动过程而言，其控制方程有两类，一是质量守恒方程，二是动量守恒

方程（牛顿第二定律）。当我们构建完流动控制方程以后，往往发现方程组无法

封闭，即方程的个数小于未知量的个数，这时我们往往需要加入所谓的本构模型，

其用于将控制方程封闭。通常所说的本构模型，指的是描述材料力与变形关系的

数学表达式，比如水的流动和糖浆的流动很明显是不一样的，但它们应该都可以

采用流动控制方程来描述，两者的差别就体现在水和糖浆的本构模型不同。大多

数时候，我们认为本构模型就是流动控制方程的一部分。通过后面的学习，读者

会对本构模型与控制方程之间的关系有更为深入的认识。

2.1 质量守恒方程

质量守恒定律可表示为：

【单位时间内微元体中流体质量的增加】=【同一时间间隔内流入该微元体的净质量】

图 2.1.1为针对质量守恒定律所建立的微元体，其中，我们设微元体中心处

在三个正方向上的速度分量分别为u、 v、w，微元体中心处在三个正方向上的

质量流密度分量分别为 u 、 v 、 w （质量流密度为矢量，其某个方向上的分

量意味着单位时间通过垂直于该方向的单位面积传递了多少质量的流体）。进而，

可以得到 6个微元面中心与其垂直的质量流密度分量（图 2.1.1）。

图 2.1.1 针对质量守恒定律所建立的微元体

于是，借助微元面内均匀分布假设，可得单位时间通过右侧面流出微元体的
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流体质量为：

  zyx
x
uu  



 





2
1

[2.1.1]

单位时间通过左侧面流进微元体的流体质量为：

  zyx
x
uu  



 





2
1

[2.1.2]

由式[2.1.1]和式[2.1.2]可得单位时间通过左、右侧面流进微元体的净质量为：

      zyx
x
uzyx

x
uuzyx

x
uu 








 








 





2
1

2
1

[2.1.3]

易得单位时间通过前、后以及上、下侧面流进微元体的净质量分别为：

  zyx
y
v 




 [2.1.4]

  zyx
z
w 




 [2.1.5]

于是，【同一时间间隔内流入该微元体的净质量】为：

         zyxzyx
z
wyx

y
vyx

x
u  U
















 [2.1.6]

而，【单位时间内微元体中流体质量的增加】为：

  zyx
tt

zyx 







[2.1.7]

联立式[2.1.6]和式[2.1.7]可得：

   zyxzyx
t

 U






[2.1.8]

可改写为：

  0U 

 

ρ
t
ρ

[2.1.9]

其标量形式为：

      0

















z
ρw

y
ρv

x
ρu

t
ρ

[2.1.10]

式[2.1.9]或式[2.1.10]就是质量守恒方程(mass conservation equation)或连续性

方程(continuity equation)。
对于不可压缩流体，流体密度为常数，连续性方程可简化为：

0U 


[2.1.11]

通过推导质量守恒方程，想必读者对“0.5 散度”中散度的物理含义有了更
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为深入的认识。

参考资料：

[1] 连续性方程推导.pptx
[2] 陶文铨. 数值传热学(第 2版). p1-p2.
[3] 图片来源于《An Introduction to Computational Fluid Dynamics: The Finite

Volume Method》.

2.2 动量守恒方程

首先需要理解物质导数
 
tD

D
这个概念。物质导数就是数学中的全导数，借助

泰勒展开，任何的流场数据都可以用物质导数来表示其在欧拉框架下随时间的变

化率[1]。我们先从数学层面上推导物质导数
 
tD

D
的计算式，后面再谈物质导数的

物理含义。我们取物理量  zy,x,t,T 为时间  t 和空间  zyx ,, 的函数，我们将

 22222 z,y,x,tT 在  11111 z,y,x,tT 处进行泰勒展开：

        高阶项








































 12
1

12
1

12
1

12
1

12 zz
z
Tyy

y
Txx

x
Ttt

t
TTT [2.2.1]

将式[2.2.1]两端减去 1T ，并除以 12 tt  ，同时忽略高阶项，可得：

12

12

112

12

112

12

1112

12

tt
zz

z
T

tt
yy

y
T

tt
xx

x
T

t
T

tt
TT

























































[2.2.2]

如果我们认为 1T 和 2T 表示流体中同一质点在不同时刻的状态，当我们取极限

12 tt  时，可得：

12

12
1

12

lim
tt
xxu

tt 





[2.2.3]

12

12
1

12

lim
tt
yyv

tt 





[2.2.4]

12

12
1

12

lim
tt
zzw

tt 





[2.2.5]



Copyright by Liu CAO (曹流) Email: caoliu@gzhu.edu.cn
— 21 —

式中， 1u 、 1v 、 1w 分别为 1t 时刻该质点在三个正方向上的速度分量。

将式[2.2.3]~式[2.2.5]代入式[2.2.2]，可得：

1
1

1
1

1
1112

12

1

1

12

lim
D
D w

z
Tv

y
Tu

x
T

t
T

tt
TT

t
T

tt
















































[2.2.6]

可改写为：

T
t
Tw

z
Tv

y
Tu

x
T

t
T

t
T





















 U
D
D 

[2.2.7]

式[2.2.7]就是流场下物理量T的物质导数，即物质导数的数学计算式为：

             



















 U
D
D 

tz
w

y
v

x
u

tt [2.2.8]

式中，右端的第一项为局部导数（当地导数），第二项为对流导数。

物质导数又称随体导数，其物理意义为：它是运动的流体微团的物理量随时

间的变化率，它等于该物理量由当地时间变化所引起的变化率与由流体对流引

起的变化率之和。如果物理量T代表流体质点的温度，那么物质导数
t
T
D
D

描述的

是我们跟随流体质点的运动来测量其温度的变化（这属于拉格朗日方法的思想），

而当地导数
t
T



描述的是我们作为观察者固定在流场中的某一位置来测量温度

的变化。可见，当流场流速为 0时，物质导数与当地导数的计算结果是一致的，

但当流场流速不为 0时，物质导数与当地导数的计算结果是不一致的。因此，当

我们在欧拉框架下描述一个流体质点或微元体时，如果我们需要计算物理量随

时间的变化率，应该使用物质导数。这里需要说明的是，只有当我们在欧拉框架

下描述流体时（即数值计算方法为欧拉方法，“六、有限差分法”内容中会做一

定介绍），才会使用物质导数；当我们使用拉格朗日方法描述流体时，不使用所

谓的物质导数和当地导数，而直接跟踪颗粒并测量其温度变化就好了，类似于计

算的是
dt
dT

，即认为颗粒的温度只与时间相关。

接下来需要说明如何描述质点的受力状态。首先，我们采用一个三维无穷小

的微元体来代替这个质点，注意这里的微元体尺寸是无穷小，与上面我们建立的

微元体 zyx  是不一样的（之所以要不一样，接下来会进行解释）。这里我们先

直接给出三维无穷小微元体受到的应力张量可以表示为[2, 3, 4]：



















zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

τττ
τττ
τττ

 [2.2.9]
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图 2.2.1 三维应力状态示意图 1

图 2.2.2 三维应力状态示意图 2

一个微元面的应力可以用 3个分量来表示（针对微元面中心而言），按道理

来说，如果想完整地描述一个微元体的应力状态应该需要 18个分量（图 2.2.1），
但式[2.2.9]中的二阶应力张量只有 9个分量。这是因为这个微元体代表的是一个

质点，其尺寸为无穷小，相对的两个面的受力可视为是作用力与反作用力，因此，

18个分量里面有 9个是相同的。可见，一个点的应力状态可以由 3个互相垂直

平面的 9个分力来描述（图 2.2.2）。需要说明的是，应力张量的各分量方向之

所以按图 2.2.2所示方向指定，其规则如下：

1) 每个应力分量均有两个下标。第一个下标表示应力作用面法线的方向，第二

个下标表示该应力的作用方向。有时也可省略两个相同下标中的一个。

2) 如果某一截面上的外法线方向是沿着坐标轴的正向，则作用在这个截面上的

应力分量就以沿着坐标轴正方向为正，沿坐标轴负方向为负。

3) 如果某一截面上的外法向线方向是沿着坐标轴的负向，则作用在这个截面上

的应力分量就以沿着坐标轴负方向为正，沿坐标轴正方向为负。

（如果不理解规则 2和 3，可以想象用一假想截面把一受拉伸的杆截开，截开后

的左侧面和右侧面的应力方向正好相反，这两个侧面相当于该点应力张量的两个

相对的作用面）

现在以一微元体 zyx  （图 2.2.3）为分析对象，该微元体的 6个面可以认为

是两个对角顶点各自取 3个受力面包围而成，且我们认为两对角顶点的应力分量
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均为线性变化（相对于微元体中心而言）。

图 2.2.3 针对动量守恒定律所建立的微元体

微元体在 X方向各个面受到的表面力为（图 2.2.4）：

zyx
z
τ

y
τ

x
τ

x
pF zxyxxx

x 























 [2.2.10]

图 2.2.4 X方向各个面受到的表面力

同理，在 Y方向和 Z方向各个面受到的表面力为：

zyx
z
τ

y
τ

x
τ

y
pF zyyyxy

y 

























 [2.2.11]

zyx
z
τ

y
τ

x
τ

z
pF zzyzxz

z 























 [2.2.12]

式[2.2.10]~式[2.2.12]的推导过程可以参照热传导控制方程与质量守恒方程
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的推导，并不会更复杂，只是处理的项多了一些。需要说明的是，式[2.2.10]~式

[2.2.12]中把压力 p的作用被单独列出来了，所以此时的张量 ij 代表的是剪切应

力状态（之所以将压力单独列出来，是因为压力只会影响流体的体积变化）。对

微元体分别在三个坐标方向上应用牛顿第二定律，其在流体流动中的表现形式为：

【微元体中流体动量的增加率】=【作用在微元体上各种力之和】

X方向的动量方程为：

zyx
z
τ

y
τ

x
τ

x
p

t
uzyxρ zxyxxx  

























D
D

[2.2.12]

即可得三个方向上的动量方程为：

z
τ

y
τ

x
τ

x
pu

t
u

t
uρ zxyxxx























 



 U
D
D 

 [2.2.13]

z
τ

y
τ

x
τ

y
pv

t
v

t
vρ zyyyxy

























 



 U
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D 

 [2.2.14]

z
τ

y
τ

x
τ

z
pw

t
w

t
wρ zzyzxz























 



 U
D
D 

 [2.2.15]

动量守恒方程(momentum conservation equation)的矢量形式为：

τp
t

ρ 










 UUU 

[2.2.16]

考虑体积力的动量方程为：

FUUU 












 τp
t

ρ [2.2.17]

式中，F

代表单位体积受到的体积力， g


F 即代表重力的作用。

至此，我们已经构建出描述流体流动的流动控制方程（这就是大名鼎鼎的

Navier-Stokes方程，简称 N-S方程）：
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[2.2.18]

式[2.1.18]一共有 4个方程，我们需要求解U

和 p（共 4个变量），但由于式

[2.2.17]中的剪切应力张量 是未知的，所以我们需要建立 和U

的关系（即所谓

的本构关系或本构模型），以将问题封闭。
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接下来需要了解一个新的变量：变形速率（又称为应变率），变形速率和剪

切应力类似，都是二阶张量：
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 [2.2.19]

对于各向同性流体，变形速率张量的 9个分量中有 6个是独立的：

zyyzzxxzyxxy   ,, [2.2.20]

将变形速率张量写成速度的关系为：
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 [2.2.21]

这里需要对变形速率张量 的由来进行解释。物体中任一点的运动可以由三

个方面组成：平动、变形（形状变化【角变形】与体积变化【线变形】）和转动，

根据亥姆霍兹速度分解定理[5]可知，某一点M 的速度 MU


可由参考点 0M 的速度

0M
U


、 0M 到M 的位移向量 rδ

、变形速率张量 以及旋转角速度决定：

rrMM 0



UU [2.2.22]
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
















































































y
u

x
v

x
w

z
u

z
v

y
w

wvu
zyx

2
1
2
1
2
1

kji

2
1U

2
1



 [2.2.24]

式中，变形速率张量 为对称二阶张量。式[2.2.22]右端的第一项代表平动，第二

项代表变形（角变形+线变形），第三项代表转动。

对于可压缩牛顿流体，其剪切应力张量 与变形速率张量 的关系为：
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     IUUUIU2 T 
  [2.2.25]
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[2.2.26]

其中，为动力黏度；Stokes认为 
3
2

 。式[2.2.25]中只考虑了变形速率张量 ，

而未考虑旋转角速度的原因是剪切应力只能使得流体微元发生变形，而无法使

其发生旋转。

这里对式[2.2.25]的由来进行说明。式[2.2.17]中的“ p ”代表压力对微元

体体积变化（线变形）的影响，“ τ ”代表剪切应力对微元体形状变化（角变

形）的影响。如上所述，变形速率张量 包含了微元体的形状变化与体积变化，

因此，建立剪切应力张量 与变形速率张量 的关系时需要将微元体的体积变化

剔除出去，于是变形速率张量 可拆分为：

m  ' [2.2.27]

































































































































U
3
1

2
1

2
1

2
1U

3
1

2
1

2
1

2
1U

3
1

'







z
w

y
w

z
v

x
w

z
u

z
v

y
w

y
v

x
v

y
u

z
u

x
w

y
u

x
v

x
u

 [2.2.28]
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角变形速率张量 ' 代表微元体的形状变化，线变形速率张量 m 代表微元体

的体积变化。事实上，可以将剪切应力张量理解为“八、应力与应变”中的应力

偏张量，将压力理解为“八、应力与应变”中的应力球张量，将角变形速率张量

' 理解为“八、应力与应变”中的应变偏张量，将线变形速率张量 m 理解为“八、

应力与应变”中的应变球张量。牛顿流体本构关系的本质是剪切应力与形状变化
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成线性关系，动力黏度 为斜率：

     IU2IU
3
12222 ' 

  m [2.2.30]

（注：可认为式[2.2.30]中的系数“2”是为了消除变形速率张量 中的系数“1/2”。）

通常，我们希望建立剪切应力张量 与剪切速率张量的关系，于是可以将

式[2.2.25]改写为：

       IUUUIUIU2 T 



  [2.2.31]

需要说明的是，  2 是人为地处理，只是为了让本构关系显得更为直观。

将式[2.2.31]代入式[2.2.17]，可得可压缩牛顿流体的动量方程为：
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对于不可压缩牛顿流体，其剪切应力张量 与剪切速率张量的关系为：

 TUU
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   [2.2.33]

（注：对于不可压缩流体， '  成立。）

将式[2.2.33]代入式[2.2.17]可得：
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对于不可压缩流体而言，   13
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，因此，动量方程可写为：
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[2.2.37]

至此，我们对已构建的流动控制方程进行归纳：

适用于所有
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[2.2.38]

适用于可压

缩牛顿流体
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适用于不可

压缩牛顿流

体
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t

ρ [2.2.40]

细心的读者应该可以发现，我们少列了两类流体：可压缩非牛顿流体、不可

压缩非牛顿流体。讨论牛顿流体（如水）与非牛顿流体（如糖浆、高分子溶液）

是一个很大的话题，这里不做深入介绍，感兴趣的读者可以查阅非牛顿流体相关

的书籍。当然，后面我们有专门的内容（“四、非牛顿流体本构模型”、“五、

唯象本构模型”）对非牛顿流体的本构模型进行介绍。

与处理实际热传导问题时需要温度边界条件一样，在处理实际流动问题时，

我们也需要指定速度边界条件、压力边界条件等。对于速度边界条件，通常我们

会设置定速边界条件（即指定流速，通常用于进口）、壁面边界条件（即认为贴

在壁面的那一层流体的速度与壁面速度一致，通常用于壁面）、对称边界条件（即

认为在边界面法向方向上的速度梯度分量为 0，通常用于出口和对称面）等边界

条件。各个商用化软件以及开源代码中的边界条件种类繁多，具体使用时读者还

需具体把握。
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最后，粗略地探讨几个关于剪切应力张量（应力张量）与变形速率张量（应

变速率张量）的对称与非对称问题：

1) 剪切应力张量（应力张量）、变形速率张量（应变速率张量）、本构模型之

间的物理逻辑是什么？

通常的物理逻辑是我们首先采用变形速率张量（应变速率张量）或其它形式

来描述变形，再提出所谓的本构模型（即应力-应变关系），接着将变形速率张

量与本构模型联立起来求得剪切应力张量（应力张量）。因此，可以认为变形速

率张量（应变速率张量）或其它形式以及本构模型是条件，剪切应力张量（应力

张量）是结果。

2) 变形速率张量一定是对称的吗？各向同性流体的变形一定需要采用变形速

率张量来描述吗？

变形速率张量指的是式[2.2.21]，所以变形速率张量一定是对称的。各向同性

流体的变形通常是采用变形速率张量来描述的，但是各向同性流体的变形并不是

一定需要采用变形速率张量来描述。各向同性流体的变形可以采用柯西应变张量

来描述，采用柯西应变张量描述时，本质上是求解变形速率与应力的积分方程，

进而可以直接求得变形与应力。

3) 各向同性流体的剪切应力张量一定是对称的吗？

各向同性流体的剪切应力张量不一定是对称的。当我们采用变形速率张量来

描述流体变形时，如果把流体视为牛顿流体或广义牛顿流体（即认为应力-应变

速率关系是线性的），可以直接给出剪切应力与剪切速率的关系式，得到的剪切

应力张量是对称的。当我们采用变形速率张量来描述流体变形时，如果把流体视

为黏弹性流体（即认为应力-应变速率关系是非线性的），进而需要求解带有剪

切应力张量的随体导数以及变形速率张量的偏微分方程来得到剪切应力张量（采

用随体导数可以计算变形量，进而描述弹性），此时的剪切应力张量就并不一定

是对称的。当我们采用柯西应变张量来描述流体变形时，如果应力-应变速率关

系是非线性的，求得的应力张量也不一定是对称的。

4) 各向异性流体的变形可以使用变形速率张量来描述吗？

各向异性流体（如液晶、短纤维增强复合材料等）的应力-应变关系是十分复

杂的，其复杂性体现在各个区域的微观构象在流动过程中是不断变化的，而构象

又对应力起到重要影响，所以宏观的各向异性流体的应力-应变计算本质上是一

个多尺度问题。各向异性流体的变形通常不采用变形速率张量来描述，而采用柯

西应变张量来描述流体变形，并制定体现各向异性的模量张量（本质上模量张量

是比应变张量更高一级的张量），进而求得的变形与应力，此时的应力张量不一

定是对称的。

综上所述，处理各向同性流体和各向异性流体的应力-应变关系的方法可分为
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（图 2.2.5）：

图 2.2.5 流体应力-应变速率关系

参考资料：

[1] https://zhuanlan.zhihu.com/p/146396629.
[2] 李东岳. 无痛苦 N-S方程笔记. p22-p28.
[3] 陶文铨. 数值传热学(第 2版). p2-p4.
[4] Versteeg H K. An Introduction to Computational Fluid Dynamics: The Finite

Volume Method. p14-p24.
[5] 流体流动特性.pdf
[6] 图片来源于《An Introduction to Computational Fluid Dynamics: The Finite

Volume Method》.
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三、热对流控制方程

热对流控制方程的推导可以在热传导控制方程的基础上进行。从物理层面上

来看，热对流控制方程相对于热传导控制方程的主要区别是：热对流控制方程考

虑的是流动情形下的能量传递，相比于纯扩散导热，热对流控制方程需要考虑物

质导数（随体导数）、黏性耗散、体膨胀做功。

对微元体应用能量守恒定律可得：

【微元体内热力学能的增加率】=
【进入微元体的净热流量】+【微元体自身产生或吸收的热量】+【体积力对微

元体做的功（体积膨胀或收缩做功）】+【表面力对微元体做的功（黏性耗散）】

很明显，热对流控制方程和热传导控制方程都是基于能量守恒定律得到的。

已推导的热传导控制方程为：

    ρQTk
t
ρcT





[3.1]

经过对流动控制方程的推导，我们知道当在欧拉框架下描述一个流体质点时，

如果我们需要计算物理量随时间的变化率，应该使用物质导数
t
T
D
D

，而不是当地

导数
t
T



。于是，我们只需要将式[3.1]中的
t
T



替换为
t
T
D
D

即可描述热量如何在

流体内部流动和扩散：

        ρQTkρcT
t
ρcT

t
ρcT





 U

D
D 

[3.2]

式[3.2]还不是完整的热对流控制方程，因为其只考虑了【微元体内热力学能

的增加率】、【进入微元体的净热流量】以及【微元体自身产生或吸收的热量】。

而【体积力对微元体做的功（体积膨胀或收缩做功）】可表示为：

U

 p [3.3]

【表面力对微元体做的功（黏性耗散）】可表示为：
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式[3.4]可改写为：

U
3
22 

  μΦ [3.5]

式中，  为剪切速率，其计算可参考式[4.3]。

将式[3.2]~式[3.4]进行整合，即可得到热对流控制方程[1, 2]：
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      QΦTkpρcT
t
ρcT




 UU


[3.6]

通常， U

 p 可以忽略，于是式[3.6]可写为：

      QΦTkρcT
t
ρcT




 U


[3.7]

式[3.7]中的五项从左至右分别被称为瞬态项、对流项、扩散项、耗散项、源

项。当我们取物性参数为常数时，式[3.7]可改写为：

  QΦTkTρc
t
Tρc 

 U


[3.8]

热对流控制方程描述的是流体内部热量的传递规律，因此，描述实际问题时，

还需要引入边界条件。热对流控制方程所需的边界条件与热传导控制方程所需的

边界条件是相同的，这里就不做赘述。另外，这里对热对流控制方程的应用做一

点引申，因为热对流控制方程中考虑了流动和扩散对温度的影响，所以我们又将

热对流控制方程称为对流-扩散控制方程。实际生活中有很多对流-扩散问题，比

如将红色墨汁倒入清水中，红色墨汁在水中的运动就是典型的对流-扩散问题（图

3.1）。

图 3.1 倒入清水的红色墨汁

于是，我们可以采用如下的对流-扩散控制方程来描述对流-扩散问题：

  CC QCkC
t
C



 U


[3.9]

式中，C为溶质浓度； Ck 为溶质扩散系数； CQ 代表通过某种方式（如化学反应）

产生或吸收的溶质。

至此，我们已经推导出传热和流动所涉及的三大控制方程：热传导控制方程、

流动控制方程、热对流控制方程，这里对其进行归纳：
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热传导控制方程
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适用于可

压缩牛顿

流体
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适用于不

可压缩牛

顿流体
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热对流控制方程
      QΦTkρcT
t
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[3.14]

当我们处理热传导问题（如烧红的铁块温度如何下降）时，只需使用热传导

控制方程（式[3.10]），此时只有一个未知量T，因此方程是封闭的。当我们处

理纯流动问题（如往杯子里倒水）时，只需要使用流动控制方程（式[3.11]~式[3.13]

中的一个），式[3.11]是无法直接使用的，必须引入本构模型；式[3.13]中的未知

量有 4 个（ p,U


），因此方程是封闭的，可以进行求解（这里的求解指的是数

值解，而不是解析解，N-S方程的解析解目前仍然是公认的世界难题）；式[3.12]

中的未知量有 5个（ p,,U


），而方程只有 4个，因此方程是不封闭的。通常

在计算可压缩流体的流动时，我们还需要引入一个状态方程（  Tρ,pp  ，用于

联系 p和  ），这样方程组才能封闭。对于理想气体而言，该状态方程就是我们

熟知的理想气体状态方程：

ρRTp  [3.15]

如果该流动问题是等温流动问题，那么式[3.12]与式[3.15]就封闭了；如果该

问题是非等温流动问题，那么就不是纯流动问题了，而应该是属于可压缩流体的

热对流问题，此时应该将式[3.12]、式[3.15]与式[3.14]联立起来，方程才能封闭；

如果研究的问题为不可压缩流体的热对流问题，只需将式[3.13]与式[3.14]联立起

来就可以了。表 3.1给出了不同问题所需要的控制方程。
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表 3.1 不同问题所需的控制方程

问题 未知量 控制方程

热传导问题 1个（T ） 热传导控制方程

不可压缩流动问题 4个（ p,U


） 流动控制方程

可压缩流动问题

等温可压缩流动问题 5个（ p,,U


）
流动控制方程

状态方程

不等温可压缩流动问题 6个（ Tp, ,,U 


）

流动控制方程

状态方程

热对流控制方程

热对流问题

不可压缩热对流问题 5个（ Tp,,U


）
流动控制方程

热对流控制方程

可压缩热对流问题 6个（ Tp, ,,U 


）

流动控制方程

状态方程

热对流控制方程

（注：不等温可压缩流动问题与可压缩热对流问题其实是同一个问题，只是关注

点不一样而已。）

从表 3.1可知，当需要考虑流体可压缩性的时候，控制方程的数目是最多的，

可见计算也是最复杂的。通常，当我们处理的问题中流体的流速不是很大时，我

们往往将流体视为不可压缩的。另外，上面我们推导得到的各类控制方程似乎并

不能描述一些特定领域的传热和流动问题，比如我们想研究磁流体在磁场作用下

的流动、研究流体在多孔介质中的流动、研究浮力对流动的影响等。当我们想研

究磁流体在磁场作用下的流动时，只需在流动控制方程右端添加一个磁力作用项

即可；当我们想研究流体在多孔介质中的流动时，只需在流动控制方程右端添加

一个多孔介质阻力项即可；当我们想研究浮力对流动的影响时，只需在流动控制

方程右端添加一个浮力项即可。本质上，在控制方程中增/减项，其实就是在添

加/删减物理影响因素。这里只是告诉读者，当你面对一个具体专业里的具体问

题时，你可以通过在基本的控制方程中定义自己的控制方程，以达到描述特定问

题的目的。至于如何自定义控制方程，得需要读者自己查阅相应领域的研究，当

然也可以自己提。当面对一个实际问题时，最好的策略不是把什么影响因素都考

虑进来，因为这样会造成控制方程过于复杂，甚至无法求解，而应该是把主要

的影响因素提炼出来，做一定的简化与假设，从而得到可以被求解的控制方程。

参考资料：

[1] 陶文铨. 数值传热学(第 2版). p4-p5.
[2] 热对流控制方程推导.ppt
[3] 图片来源于网络.
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四、流变学与非牛顿流体本构模型

英国科学家牛顿在 1687年最先提出了流体的剪切应力和剪切应变速率成正

比，后来将此称为牛顿黏性定律（式[4.1]，即式[2.2.31]），并将符合这一规律的

流体称为牛顿流体，其中包括最常见的流体（水和空气），而将不符合这一规律

的流体称为非牛顿流体。[1]

  [4.1]

英国物理学家胡克于 1678 年首先提出：在小变形情况下，固体的变形与所

受的外力成正比。这一弹性体变形与应力关系的基本规律，后来被称为胡克定律：

 E [4.2]

从力学的角度分析，通常认为流体与固体的主要差别在于，它们对外力的抵

抗能力不同。固体有能力抵抗一定大小的拉力、压力和剪切力。当外力作用在固

体上时，固体将产生一定程度的变形。固体静止时，可以有法向应力和切向应力。

而流体处于静止时，不能承受切向应力，微小的剪切力将使流体产生连续不断的

变形。只有当剪切力停止作用时，流体的变形方能停止。这种在外力作用下连续

不断变形的宏观性质，通常被称为流动性。[1]

非牛顿流体是指不满足牛顿黏性定律的流体，即其剪切应力与剪切应变速率

之间不是线性关系的流体。非牛顿流体广泛存在于生活、生产和大自然之中，如

石油、泥浆、牙膏、血液以及绝大多数聚合物等。非牛顿流体有许多奇妙的特性，

如射流胀大、无管虹吸、剪切变稀、拔丝、湍流减阻等，其中有一个令人感兴趣

的特性，就是部分非牛顿流体具有弹性，亦被称为黏弹性流体[1]。当旋转杆插入

黏弹性流体时，流体将沿杆向上爬升，液面呈凸形（图 4.1）。

图 4.1 黏弹性流体的爬杆效应（旋转金属棒，左边流体为牛顿流体，右边流体为黏弹性流体）

通常，我们可以从黏性、弹性和塑性三个方面对非牛顿流体进行区分（图 4.2）：
剪切变稀流体的黏度随着剪切速率增加而降低（假塑性流体）；剪切增稠流体的

黏度随着剪切速率增加而增加（胀塑性流体）；当所受的剪切应力超过临界剪切
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应力后，才能发生流动行为，类似于发生塑性变形所需的屈服强度（塑性流体，

又称宾汉流体或黏塑性流体）；宾汉流体又可根据其所受的剪切应力超过临界剪

切应力后，表现出牛顿流体、假塑性流体或胀塑性流体特性，而进一步分为宾汉

塑性流体、屈服假塑性流体或屈服胀塑性流体；黏弹性流体既具备黏性，也具备

类似固体的弹性（黏弹性流体）；当应力达到一定值时，黏弹性流体才可发生变

形，或物体在弹性和塑性变形阶段均具有黏性效应，则称这种流体为黏弹塑性流

体。

图 4.2 非牛顿流体的剪切应力-剪切应变速率曲线（这里并未展示黏弹性流体）

另外，还有两类非牛顿流体：触变性流体、震凝性流体（反触变流体）。触

变性流体：剪切速率不变，黏度随时间减少，如以一定的速率刷油漆，流动阻力

逐渐减小。触变性可以看成是系统在恒温下“凝胶—溶胶”之间的相互转换过程

的表现。震凝性流体：剪切速率不变，黏度随时间增大。触变性流体与震凝性流

体属于依时性非牛顿流体，而牛顿流体、假塑性流体、胀塑性流体及宾汉流体都

属于非依时性流体。之所以会出现非依时性和依时性，可理解为，非依时性指的

是变形速率改变后，流体内部结构是瞬时变化的，并立即获得与变形速率相对应

的剪切应力和表观黏度；依时性指的是在保持一定变形速率的情形下，与之相对

应的结构调整缓慢，在结构调整的时段内，流体的流变性取决与所积累的应变，

进而表现出时间的依赖性，直至新的稳态结构形成，剪切应力和表观黏度才得以

稳定。可见，不管对于依时性流体还是非依时性流体，变黏度的本质都是因为

内部结构改变导致剪切应力与剪切速率的关系发生变化，只不过依时性流体的

结构改变与应变直接相关，而非依时性流体的结构改变与应变速率直接相关。

对于简单的非牛顿流体（如宾汉塑性流体），可通过将动力黏度  表示为关

于时空的函数进行计算植入，如低剪切速率下的黏度特别大，剪切速率超过一定

值之后，黏度为定值。商用化软件Moldflow提供了各种黏度模型（图 4.3~图 4.5），
本质上是针对不同的高分子材料，建立了黏度、剪切速率、温度、压力等因素之

间的关系，计算时也是将动力黏度 表示为关于时空的函数进行计算植入[2]。
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图 4.3 Moldflow的黏度模型

图 4.4 Moldflow的黏度模型：Cross-WLF 黏度模型
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图 4.5 Moldflow的黏度模型：Herschel-Bulkley-WLF 黏度模型

需要说明的是，Moldflow 黏度模型中的剪切速率  是标量，其是由处理变

形速率张量 得到的[3]：

 :2Π2  [4.3]

其中，Π为变形速率张量 的不变量，为标量，其值为变形速率张量 的双点积，

即变形速率张量 乘以变形速率张量 所得到二阶张量的对角线元素和。

将变形速率张量 的分量代入式[4.3]可得：
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因此，本质上Moldflow 将高分子溶液当作牛顿流体在处理，即所谓的广义

牛顿流体。

对于金属液态成形而言，当合金液在熔点以上过热温度较高时，可将合金液

视为牛顿流体。对于所谓的流变铸造（半固态铸造）而言，半固态金属浆料表现

出宾汉流体的特性，即只有当剪切应力大于一定值时，浆料才可发生变形；当浆

料发生变形后，其表观黏度又表现出随剪切速率变化而变化，因此，可称半固态

金属浆料为非线性宾汉流体。此时，如果将半固态金属浆料视为广义牛顿流体来

处理，可以处理为低剪切速率下的黏度特别大，剪切速率超过一定值之后，黏度

满足“幂定律”模型[4]：

1n
a γKμ   [4.5]

上述处理非牛顿流体的过程中，仍然将流体视为牛顿流体（广义牛顿流体），

只是建立了黏度和剪切速率、温度、压力等因素的关系，可以用于处理非线性黏

度（假塑性流体、胀塑性流体）以及线性/非线性宾汉流体（黏塑性流体）。这
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些处理只考虑了非牛顿流体的非线性黏性和黏塑性，我们可以把这一类处理方法

称为广义牛顿流体（Generalized Newtonian Fluid, GNF）处理方法。事实上，

在高分子领域有较多的 GNF模型，图 4.6为开源非牛顿流体力学求解器 rheoTool
中的 GNF模型[5]。

图 4.6 rheoTool求解器中的 GNF 模型

本质上，所有的 GNF 模型都是在描述剪切应力与剪切速率的关系。但是，

在一些复杂的非牛顿流体中，尤其是高分子溶液，由于高分子的存在使得流体具

有一定的弹性特性。弹性力与黏性力是两种截然不同的作用力，从受力状态的角

度来看，弹性力会引起法向应力差（这里的法向应力差指的是非牛顿流体在剪

切流场中，法向应力的差值不为零，法向应力差是非牛顿流体弹性的主要表现），

而黏性力不会，故 GNF模型无法描述流体的弹性特征。反映材料物理性质之间

的关系式，统称为本构方程（或本构关系）。在固体力学中，本构方程一般专指

应力张量与应变张量之间的关系。在流体力学中，本构方程是指应力张量与应变

率张量之间的关系。流变学是力学在 20世纪与化学、物理、工程科学交叉发展

的新兴学科。流变学作为研究物质流动与变形规律的科学，其已成为高分子领域

不可或缺的研究分支，高分子流变学在指导材料配方设计、加工工艺优化、成型

模具设计等方面具有重要作用。近年来，流变学已在金属材料成形领域得到越来

越多的重视，金属流变学在液态金属充型过程预测、半固态浆料制备与挤压、热

锻工艺优化等方面展现出极大优势。流变学综合考虑时间、温度等因素，将高温
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蠕变、应力松弛与黏弹塑性流动及变形有机地结合起来，借助流变学描述材料本

构关系已成为国际上的发展方向与趋势。

当我们采用流变学的方法来描述非牛顿流体（尤其是对于黏弹性流体和黏弹

塑性流体）时，就不能将其简单地处理成广义牛顿流体，因为广义牛顿流体本质

上只考虑了流体的黏性，所有的 GNF模型只是在调整流体的黏度而已。从流变

学的角度出发，当我们看待一个材料时，我们不需要先在脑袋里面认定这个材料

属于固体或是属于流体。因为一旦我们认定这个材料属于固体，我们就会通过构

造应力与应变的关系来描述这个材料的本构行为，即用弹性来描述此材料；而一

旦我们认定这个材料属于流体，我们就会通过构造应力与应变速率的关系来描述

这个材料的本构行为，即用黏性来描述此材料。流变学认为所有材料同时具备黏

性和弹性两个特性，即所有材料都是黏弹性流体，而之所以固体（如山川）与液

体（如水）的表现差异如此之大，是因为我们观测它们的时间与它们自身的松弛

时间之间的相对大小所造成的。这里我们首先需要引入两个流变学概念：

 松弛时间（Relaxation time）
在统计力学和热力学中，松弛时间表示系统由不稳定态趋于某稳定态所需的

时间。在这里，我们可以认为松弛时间是材料的一种属性。松弛时间长意味着材

料在受到作用力后，需要很长时间才能显现变形（即达到某稳定态），固体的松

弛时间很长；松弛时间短意味着材料在受到作用力后，很快就能显现变形，液体

的松弛时间很短。

 过程时间（Process time）
过程时间也被称为观察时间，过程时间指的是我们观察这个现象所用的时间，

或者指的是发生这个现象所用的时间，所以过程时间本质上是一个外界量，某种

意义上是可以人为控制的，比如我们可以站在山峰上，用一天的时间来观察山川，

也可以用一年的时间，甚至一万年、百万年......（站在山峰上百万年自然是不可

能的，但我们可以一直记录山川的变化），那么观察山川的时间就是过程时间；

我们将铁块放置在水面上，我们可以轻轻地放上去然后松手，也可以将铁块从水

面上方 10 m处自由落体然后接触水面，甚至可以采用某种方法让铁块以时速 600
km/h撞击水面，那么铁块接触水面这个现象所用的时间就是过程时间。

既然流变学将所有材料都视为黏弹性材料，但为什么在我们看来山川和水是

如此的不一样呢？是因为我们往往默认此时的过程时间是我们人类所能感受到

的时间，对观察山川而言，我们默认的过程时间短则 1分钟，长则 1天（试想一

下，你可不会在山峰上待一个月吧？）；对铁块接触水面而言，我们默认的过程

时间差不多在 0.1 s~0.01s之间（这个过程时间差不多就是你将铁块用力甩向水面

时铁块接触水面这个现象所用的时间）。上面我们已经提到，固体（如山川）的

松弛时间很长，可以认为在十万年以上，而液体（如水）的松弛时间很短，可以
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认为在微秒量级。流变学认为不同的黏弹性流体之所以表现各异，在于我们观测

它们的时间（过程时间）与它们自身的松弛时间（松弛时间）之间的相对大小所

造成的。于是，为定量化对比这两个时间的相对大小，流变学领域出现了两个无

量纲数：

 魏森贝格数（Weissenberg number）
魏森贝格数Wi的定义如下：

fWi 
剪切应力

第一法向应力差

黏性力

弹性力
[4.6]

式中，为剪切速率； f 为材料的松弛时间。当 1Wi 时，弹性力占主导，此

时材料表现出似固体的力学响应，故采用弹性模量（应力与应变的关系）进行力

学行为表征；当 1Wi 时，黏性力占主导，此时材料表现出似流体的力学响应，

故采用黏度（应力与应变速率的关系）进行力学行为表征；当 1Wi 时，弹性力

和黏性力均起主要作用，此时材料表现出黏弹性的力学响应，故不能单独地采用

弹性模量或黏度，而需要建立应力与应变及应变速率的关系以表征力学行为。

以铁块接触水面这个现象为例，如上面所述，我们默认的过程时间在 0.1
s~0.01s之间，而水的松弛时间在微秒量级，可知此时的魏森贝格数在 10-5~10-4

之间（剪切速率与过程时间成反比），故我们觉得水只有黏性。想象一下，当铁

块以时速 600 km/h撞击水面时，铁块接触水面这个现象的过程时间处于微秒量

级，甚至更短，可知魏森贝格数很可能大于 1，甚至远大于 1，此时的水就会表

现出类似固体的力学响应，这也是为什么飞机在海上迫降是十分危险的（图 4.7，
过程时间很短）。

图 4.7 海上迫降飞机

 德博拉数（Deborah number）
德博拉数De的定义如下：

t

fDe




过程时间

松弛时间
[4.7]
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式中， f 为松弛时间； t 为过程时间。与魏森贝格数一样，当 1De 时，弹性

力占主导，此时材料表现出似固体的力学响应，故采用弹性模量（应力与应变的

关系）进行力学行为表征；当 1De 时，黏性力占主导，此时材料表现出似流

体的力学响应，故采用黏度（应力与应变速率的关系）进行力学行为表征；当

1De 时，弹性力和黏性力均起主要作用，此时材料表现出黏弹性的力学响应，

故不能单独地采用弹性模量或黏度，而需要建立应力与应变及应变速率的关系以

表征力学行为。

以观察山川为例，如上面所述，我们默认的过程时间为 1天，而山川的松弛

时间被认为在十万年以上，可知此时的德博拉数在 107量级，故在我们眼里山川

是绝对的固体。但是，当我们从地质学角度来观察山川时，所采用的观察时间往

往以百万年，甚至亿年为单位，可知德博拉数接近 1，甚至远小于 1，此时在我

们眼里山川应该是可流动的。山川的岩石上有类似皱纹的褶曲结构，这就是岩石

在流动的证据（图 4.8）。

图 4.8 山川

需要说明的是，魏森贝格数Wi与德博拉数De似乎是类似的，但它们具有不

同的物理解释。魏森贝格数Wi表示由变形产生的各向异性或取向的程度，适用

于描述具有恒定拉伸历史（如简单剪切）的流动。相反，德博拉数De应用于描

述具有非常规拉伸历史的流动，并且表示弹性能量被储存或释放的速率。另外，

由于描述非牛顿流体时经常使用剪切速率，所以，使用魏森贝格数Wi的频次

会高一些。

通过上述的说明，想必读者应该已感受到流变学的基本思想，从流变学角度

来看，没有绝对的固体，也没有绝对的液体，这也是流变学所倡导的“万物皆流”

的由来。“万物皆流”的思想可追溯到先贤孔子的“逝者如斯夫，不舍昼夜”以

及同时代的古希腊哲学家 Heraclitus所说的“panta rhei”（万物皆流），流变学
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的英文 Rheology一词就来源于此。

可见，当我们描述黏弹性流体的力学行为时，我们需要建立应力张量（在流

变学中被称为附加应力张量）与剪切应变及剪切应变速率之间的关系。这里只

对黏弹性流体的本构模型和数值计算做简单说明，从数学层面来看，此时需要植

入附加应力张量 的传输方程，然后对其求解散度项，代入到动量方程中再进行

显式离散计算[6]。这种处理方式与广义牛顿流体的处理方式有着本质区别，最重

要的区别在于在动量方程中将溶剂和高分子对附加应力张量的贡献分开处理，其

中溶剂的黏性贡献采用牛顿黏性定律来描述，高分子的黏弹塑性贡献采用求解相

应的高分子应力张量方程来描述（高分子应力张量包含了剪切应力与弹性应力）。

下面以文献[7]所提出的非牛顿流体本构模型为例，说明如何使用这种方式来描

述黏弹性、黏塑性以及黏弹塑性流体：

  FIUUU
PS














  p
t

[4.8]

其中：

 SS  [4.9]

00max PP
Pd

0Pd
P 









 








 ， [4.10]

E
P  [4.11]

 Itr
3
1

PPPd   [4.12]

式中， S 和 P 分别表示溶剂和高分子对附加应力张量的贡献， S 为牛顿黏性应

力张量， P 代表了高分子的黏弹塑性作用；为松弛时间，其被视为动力黏度与

弹性模量的比值； P



 为张量 P 的随体导数； Pd 为张量 P 的偏张量； 0 为表征塑

性流体的临界剪切应力。

式[4.8]~式[4.10]描述的是黏弹塑性流体，对其进行修改可用于描述其他非牛

顿流体：

 当 00  ， 0 时，意味着流体受到剪切应力就马上变形，此时描述的是黏

弹性流体。

  FIUUU
PS














  p
t

[4.13]
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 SS  [4.14]

0PPP 


  [4.15]

 当 0 ， 00  时，意味着流体的松弛时间为 0，即受到外力后，流体就立

刻达到新的平衡态，没有类似于固体弹性的表现，此时描述的是黏塑性流体。

  FIUUU
PS














  p
t

[4.16]

 SS  [4.17]

00max PP
Pd

0Pd 








 



 ， [4.18]

 当 00  ， 0 时，意味着此时流体既没有弹性，也没有塑性，此时描述的

是牛顿流体。

  FIUUU
PS














  p
t

[4.19]

 SS  [4.20]

 PP  [4.21]

式[4.8]~式[4.21]只是为了说明这类处理黏弹塑性流体本构模型的方法，我们

可以把这一类处理方法称为附加应力张量处理方法。事实上，在高分子流变学领

域有较多的黏弹模型，图 4.9为 rheoTool求解器中的黏弹模型[5]。
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图 4.9 rheoTool求解器中的黏弹模型（Oldroyd-B、WhiteMetzner、Giesekus、PTT、FENE-CR、

FENE-P均以单链高分子为研究对象，未考虑高分子链之间的相互作用，而且从唯象模型出

发，适用于稀溶液；Rolie-Poly、eXtended Pom-Pom考虑了高分子链之间的相互作用，适用

于浓溶液；这些模型描述的都是各向同性流体）

需要说明的是，这里只是对非牛顿流体本构模型以及流变学做了简要的介绍，

流变学是一个典型的多学科交叉领域，对流变学与非牛顿流体感兴趣的读者可以

进一步查阅相关书籍。

参考资料：

[1] 王振东. 诗情画意谈力学[M], 北京: 高等教育出版社, 2008.
[2] Moldflow软件的官方帮助文档.
[3] 非牛顿流体力学学习资料. p.20-p.21.
[4] 吴树森. 材料成形原理(第 3版). p.22-p.24.
[5] rheoTool 6.0用户手册. p.40-p.44.
[6] Favero J L, Secchi A R, Cardozo N S M, Jasak H. Viscoelastic fluid analysis in

internal and in free surface flows using the software OpenFOAM[J]. Computers
and Chemical Engineering, 2010, 34: 1984-1993.

[7] Saramito P. A new constitutive equation for elastoviscoplastic fluid flows[J]. J.
Non-Newtonian Fluid Mech., 2007, 145: 1-14.

[8] 图片来源于网络.
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五、唯象本构模型

对于实际的流体或固体，其应力（力） 与应变（变形） 的关系是较为复

杂的。为了直观且简便地描述材料的黏弹塑性特征，人们提出了所谓的唯象模型

（或称为元件模型），可以认为唯象模型是试验现象的概括与提炼，其并没有深

入解释的作用。下面首先对三类唯象模型（弹性元件、黏性元件、塑性元件）进

行单独介绍：

 弹性元件（胡克弹性体）：弹簧（图 5.1）

图 5.1 弹簧元件

参数：弹簧弹性模量G
力与变形关系：

 G [5.1]

物理含义：力与变形成正比，施加力就马上有一定的变形，撤销力就马上恢

复原状（可逆）。

 黏性元件（牛顿黏性体）：黏壶（图 5.2）

图 5.2 黏壶元件

参数：黏壶黏度

力与变形关系：

  [5.2]

物理含义：力与变形速率成正比，施加力不会立马出现变形，力一直存在变

形也会一直增长，撤销力变形会永久保存下来（不可逆）。

 塑性元件（圣维南塑性体）：滑块（图 5.3）

图 5.3 滑块元件

参数：滑块屈服极限 e

力与变形关系：
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eS

eS

e

S

















[5.3]

物理含义：当施加的力 S 小于屈服极限 e 时，滑块不发生变形，滑块两端受

力为 S ；当施加的力 S 达到或超过屈服极限 e 时，滑块发生不可逆变形，滑块

两端受力为 e 。事实上，滑块元件往往与黏壶元件并联使用，以此确定滑块发生

滑动之后的变形，后面会具体说明。

弹簧、黏壶以及滑块被称为基本元件，往往我们需要将三种基本元件进行串

并联以描述复杂的应力应变关系。组合时，可以使用多个相同的基本元件（参数

不同），也可以使用不同的基本元件。如果需要自己组合唯象本构模型，推导应

力应变时，可以将应力（力）视为电流，将应变（变形）视为电压。下面对四种

典型的唯象本构模型进行说明：

 Maxwell模型（麦克斯韦体，黏弹性模型）[1]（图 5.4）

图 5.4 Maxwell模型

流变方程：Maxwell模型是一个弹簧元件与一个黏壶元件的串联，两个元件

的受力均为 ，总变形 为两个元件变形之和。


 

G
 [5.4]

（式中，和分别为应力变化速率和应变速率；G为弹性模量； 为黏度）

变形特点：既可以瞬时变形，又可以无限变形。

蠕变方程：蠕变是保持应力 0 ，看应变 的变化。可以看出，此时的蠕变效

果是一开始就有一定的弹性变形，之后随着时间的流逝，黏性变形保持线性增长。

G
τt 00 


 [5.5]

回弹： 1t 时刻卸载后，弹性变形（
G
τ0 ）立刻恢复，而黏性变形（ 1

0 t



）保留

下来。

应力松弛方程：应力松弛是保持应变 0 ，看应力 的变化。可以看出，此时

的应力松弛效果是刚开始时应变全部由弹簧承担了，所以初始应力为 0G ；随着
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时间的流逝，应变逐渐被黏壶分担，直至弹簧完全不承担应变，应力也就变为了

0。



























 tGt

μ
GG expexp 00 [5.6]

（式中，
G
  为松弛时间）

 Kelvin模型（开尔文体，黏弹性模型）[1]（图 5.5）

图 5.5 Kelvin模型

流变方程：Kelvin模型是一个弹簧元件与一个黏壶元件的并联，两个元件的

变形均为 ，总受力 为两个元件的受力之和。

 G [5.7]

变形特点：既不能瞬时变形，也不能无限变形。

蠕变方程：蠕变是保持应力 0 ，看应变 的变化。可以看出，此时的蠕变效

果是一开始由于黏壶的阻碍作用，应力全部由黏壶承担了，所以应变为 0；随着

时间的流逝，黏壶开始发生变形，弹簧逐渐开始承担应力，直至应力完全由弹簧

承担，所以最终的变形会稳定在
G
0 。
















































 t
G

t
μ
G

G
exp1exp1 00 [5.8]

回弹： 1t 时刻卸载后，弹簧的弹性变形会逐渐恢复，同时黏壶的黏性变形也

会一起逐渐恢复，直至完全恢复。

应力松弛方程：应力松弛是保持应变 0 ，看应力 的变化。可以看出，此时

的应力松弛效果是由于应变保持不变，那么应变速率就为 0，所以黏壶不会承担

应力，应力一直都是弹簧在承担，应力也就一直保持不变，即应力不会松弛。

0 G [5.9]

 黏塑性模型（图 5.6）
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图 5.6 黏塑性模型

流变方程：此黏塑性模型是一个滑块元件与一个黏壶元件的并联。滑块与黏

壶的变形相同，总受力等于滑块与黏壶受力之和。当两端受力 小于滑块屈服极

限 e 时，不会发生变形；当两端受力大于滑块屈服极限 e 时，滑块开始运动，发

生变形，黏壶开始受力。

e

e

e 
















0

[5.10]

变形特点：两端受力小于滑块屈服极限时，不会发生变形；不可以瞬时变形，

可以无限变形。

蠕变方程：蠕变是保持应力 0 ，看应变 的变化。可以看出，此时的蠕变效

果是如果 e 0 ，应变一直就是 0，谈不上蠕变；当 e 0 时，黏壶一直承担部

分的应力，所以变形会一直随着时间线性增长。

e

e
e t 






















0

0
0

0
[5.11]

回弹： 1t 时刻卸载后，不存在回弹，变形会保留下来。

应力松弛方程：应力松弛是保持应变 0 ，看应力 的变化。可以看出，此时

的应力松弛效果是由于黏壶和滑块都只能发生不可逆的变形，当应变不变时，黏

壶和滑块可以不受力，所以也谈不上应力松弛，事实上，只要受力小于滑块屈服

极限，就可以保持应变不变。

 黏弹塑性模型（图 5.7）

图 5.7 黏弹塑性模型

流变方程：该黏弹塑性模型是一个滑块元件与一个黏壶元件的并联，再与一

个弹簧元件串联。滑块与黏壶的变形相同，滑块与黏壶的受力之和与弹簧受力相

同，总变形等于滑块或黏壶的变形加上弹簧的变形。当两端受力 小于滑块屈服
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极限 e 时，滑块和黏壶不发生变形，弹簧发生变形；当两端受力大于滑块屈服极

限 e 时，滑块开始运动，滑块和黏壶发生变形，弹簧发生变形。

e

e

e

G

G


























[5.12]

变形特点：两端受力小于滑块屈服极限时，只发生瞬时变形（弹性变形）；

两端受力大于滑块屈服极限时，既发生瞬时变形，也可以无限变形。

蠕变方程：蠕变是保持应力 0 ，看应变 的变化。可以看出，此时的蠕变效

果是如果 e 0 ，应变一直就是弹簧的变形；当 e 0 时，黏壶一直承担部分的

应力，所以变形会一直随着时间线性增长。

e

e

e t
G

G

























0

0

00

0

[5.13]

回弹： 1t 时刻卸载后，弹性变形（
G
τ0 ）立刻恢复，而黏性变形（ 1

0 te

 

）

保留下来。

应力松弛方程：应力松弛是保持应变 0 ，看应力 的变化。可以看出，此时

的应力松弛效果是如果 eG  0 ，说明滑块根本不会滑动，那么应力一直保持不

变；当 eG  0 时，刚开始时应变全部由弹簧承担，所以初始应力为 0G ；随着

时间的流逝，应变逐渐被黏壶或滑块分担，弹簧承担的应变逐渐减少，直至弹簧

的受力刚好降到滑块屈服极限，滑块和黏壶无法变形，接下来的应力就会一直保

持为滑块屈服极限。

 
e

e

ee G
G

tG

G






























0

0

0

0

exp [5.14]

表 5.1给出了上述四种唯象本构模型的对比情况。需要指出的是，结合“四、

非牛顿流体本构模型”中关于松弛时间的说明，唯象模型中松弛时间其被视为

黏壶黏度 与弹簧弹性模量G的比值。
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表 5.1 四种唯象本构模型的对比

唯象模型

Maxwell模型、麦克斯韦体、黏弹性模型
Kelvin模型、开尔文体、黏弹性模型 黏塑性模型 黏弹塑性模型

流变方程

 

G
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e

e
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

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
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



0

e

e

e

G

G
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

























变形特点 既可以瞬时变形，又可以无限变形 既不能瞬时变形，也不能无限变形

两端受力小于滑块屈服极

限时，不会发生变形；不

可以瞬时变形，可以无限

变形

两端受力小于滑块屈服极限时，只发生瞬时

变形（弹性变形）；两端受力大于滑块屈服

极限时，既发生瞬时变形，也可以无限变形

蠕变方程
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τt 00 
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 
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
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








0

0

00

0

回弹
卸载后，弹性变形立刻恢复，而黏性变形

保留下来

卸载后，弹簧的弹性变形会逐渐恢复，同时黏壶

的黏性变形也会一起逐渐恢复，直至完全恢复

卸载后，不存在回弹，变

形会保留下来

卸载后，弹性变形立刻恢复，而黏性变形保

留下来

应力松弛

方程






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




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上面所提到的这些唯象本构模型主要是为了说明如何构建唯象模型，事实上，

人们采用的唯象本构各种各样，比如将多个Maxwell模型并行得到广义Maxwell
模型[1]（图 5.8），将多个 Kelvin模型串联得到广义 Kelvin模型[1]（图 5.9），这

里就不做过多介绍了。

图 5.8 广义Maxwell模型

图 5.9 广义 Kelvin模型

另外，需要指出的是，将表 5.1与图 4.9（rheoTool求解器中的黏弹模型）进

行对比发现，流变学领域所采用的一些黏弹塑性模型就是来源于唯象模型。由于

唯象模型是从单向应力应变状态出发，而三维情形下的本构模型需要描述的是应

力张量与应变张量及应变速率张量之间的关系，对于流动控制方程而言，往往需

要描述的是应力张量与剪切应变张量及剪切应变速率张量之间的关系。表 5.2给
出了唯象本构模型物理量与流变学本构模型物理量之间的对应关系。

表 5.2 唯象模型物理量与流变学本构模型物理量对应关系

唯象本构模型 流变学本构模型

物理量 数学形式 物理量 数学形式

应力  黏弹塑性应力张量 

应力速率 
黏弹塑性应力张量

的随体导数

 






T

t
UUU


（这里给出的是上随体导数）

变形  剪切应变张量 

变形速率  剪切应变速率张量 TUU


 

黏壶黏度  黏度 
黏壶黏度+弹簧

弹性模量
G, 黏度+松弛时间

G
,  

滑块屈服极限 e
塑性流体的临界剪

切应力
e
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以Maxwell模型为例，式[5.15]为其唯象本构模型：


 

G
 [5.15]

依照表 5.2的对应关系，可将式[5.15]改写为：







 





1UU T

[5.16]

进一步可改写为：

 TUU





 [5.17]

式[5.17]即为图 4.9中的 Oldroyd-B黏弹模型。

参考资料：

[1] 非牛顿流体力学学习资料. p.31-p.35.
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六、有限差分法

热传导控制方程、流动控制方程、热对流控制方程以及后面将会介绍的（热）

弹性/弹塑性力学控制方程本质上是借助微积分来描述材料各处应当遵守的能量

守恒定律、质量守恒定律、动量守恒定律以及静力平衡状态等物理定律，同时为

了使控制方程封闭，还会引入力与变形的关系式（本构模型），因此，当我们看

控制方程的时候，其数学式几乎都涉及偏导的操作。然而，实际的传热、流动、

应力演化过程往往发生在具有复杂几何外形的物体上，直接基于各类控制方程获

得精确解是不现实的，甚至有些偏微分方程在数学层面上就无法获得解析解，进

而引出了数值模拟（数值计算）的概念。

数值模拟是一个很泛的概念，可以认为凡是能通过数学计算近似地获得实际

物体的温度、流动、变形等状态的方法都是数值模拟。当前，数值模拟方法本身

已日渐成熟，主要可分为两大类：欧拉方法、拉格朗日方法。欧拉方法的思想是

首先确定计算域，然后将计算域划分为很多小块（被称为计算单元，如六面体、

四面体等），计算单元是由计算节点以及计算节点组成的面围成的，接着我们只

关心计算节点的物理量（如温度），认为计算单元内的温度可以由计算节点插值

得到，从而采用离散节点的物理量来近似描述连续物体的物理量分布。拉格朗日

方法的思想是认为物体是由许多颗粒组成的，不关心所谓的计算域，只关心颗粒

的运动，相当于盯着颗粒在看，计算时只关心颗粒运动到哪里了、与周围颗粒的

作用以及将运动到哪里，所以拉格朗日方法与欧拉方法最大的不同就是不需要划

分网格。从计算方法本身来看，欧拉方法和拉格朗日方法只是求解控制方程的不

同策略，所以对于同一类问题，两种方法应该是都可以起作用的。经过多年的发

展，欧拉方法主要用于描述连续介质的传热、流动及变形（如水的流动），而拉

格朗日方法主要用于描述颗粒材料的运动（如粉末的堆积）。当我们研究的问题

同时涉及连续介质的运动与颗粒材料的运动（如流化床）时，可以将欧拉方法与

拉格朗日方法耦合起来，形成所谓的欧拉-拉格朗日方法。这里我们不对拉格朗

日方法进行介绍，感兴趣的读者可以查阅相关书籍。

即使只针对数值模拟中的欧拉方法，其进一步的分类也种类繁多，如有限差

分法、有限体积法、有限元法、格子-玻尔兹曼方法、相场法、元胞自动机法等。

其中，在材料加工领域主要采用的数值模拟方法有：有限差分法（传热、流动、

应力）、有限体积法（传热、流动）、有限元法（传热、应力）、相场法（微观

组织）、元胞自动机法（微观组织）。本讲义会对有限差分法、有限体积法、有

限元法三类方法的基本思想及数学操作进行介绍，以让读者了解这三类方法是如

何从控制方程出发，经过数学处理后得到线性方程组，进而获得物理量分布的整
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个过程。当然这里不会对有限差分法、有限体积法、有限元法进行深入的分析，

需要深入了解以至于开展相关的编程操作的话，还需进一步学习相关书籍。

考虑到有限差分法和有限体积法是求解热传导控制方程、流动控制方程以及

热对流控制方程的主流欧拉方法，所以，接下来将分别对有限差分法和有限体积

法进行介绍。由于有限元法主要用于应力应变控制方程求解，故后续介绍完（热）

弹性/弹塑性力学控制方程后，再对有限元法进行介绍。

有限差分法的英文全称为 Finite Difference Method，其英文简称为 FDM。

首先介绍几个有限差分法中的基本概念[1, 2]：

 dx和 dy被称为微分。


dx
dy

和
x
y



被称为微商。

 xΔ 和 yΔ 被称为差分。


x
y

Δ
Δ

被称为差商。

 微分、微商与差分、差商之间的关系：

   
x

xfxxf
x
y

dx
dy

xx Δ
Δlim

Δ
Δlim

0Δ0Δ





[6.1]

 一阶差分：

一阶向前差分    xfxxfy  ΔΔ [6.2]

一阶向后差分    xxfxfy ΔΔ  [6.3]

一阶中心差分 





 






  xxfxxfy Δ

2
1Δ

2
1Δ [6.4]

 二阶差分：

二阶向前差分        xfxxfxxfyy  Δ2Δ2ΔΔΔ2 [6.5]

二阶向后差分      xxfxxfxfy Δ2Δ2Δ2  [6.6]

二阶中心差分      xxfxfxxfy Δ2ΔΔ2  [6.7]

 一阶差商：

一阶向前差商
   

x
xfxxf

x
y

Δ
Δ

Δ
Δ 

 [6.8]

一阶向后差商
   

x
xxfxf

x
y

Δ
Δ

Δ
Δ 

 [6.9]
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一阶中心差商
x

xxfxxf

x
y

Δ

Δ
2
1Δ

2
1

Δ
Δ 






 






 



或
   

x
xxfxxf

x
y

Δ2
ΔΔ

Δ
Δ 



[6.10]

 二阶差商：

二阶向前差商
     

22

2

Δ
Δ2Δ2

Δ
Δ

x
xfxxfxxf

x
y 
 [6.11]

二阶向后差商
     

22

2

Δ
Δ2Δ2

Δ
Δ

x
xxfxxfxf

x
y 
 [6.12]

二阶中心差商
     

22

2

Δ
Δ2Δ

Δ
Δ

x
xxfxfxxf

x
y 
 [6.13]

当 xΔ 为一有限值时，式[6.8]~式[6.10]可视为一阶导数
dx
dy

或
x
y



的近似，式

[6.11]~式[6.13]可视为二阶导数 2

2

dx
yd
或 2

2

x
y




的近似。对于二阶混合偏导
yx
f


2

而言，

其二阶差商为（以二阶向前差商为例）：

 

 

   

       

       
yx

yxfyyxfyxxfyyxxf
yx

yxfyyxf
yx

yxxfyyxxf
x

yxfyxxf
y

x
yxf

y

yx
yxf

ΔΔ
,ΔΔ,Δ,ΔΔ,Δ

ΔΔ
,ΔΔ,Δ

ΔΔ
,ΔΔ,Δ

Δ
,,Δ

Δ
Δ

Δ
,Δ

Δ
Δ
ΔΔ
,Δ2
















 











[6.14]

事实上，有限差分法最核心的思想就是采用差商来近似微商（导数），因此，

差商与微商之间的误差（即截断误差或逼近误差）是十分关键的，通常我们采用

“具有几阶精度”来描述截断误差。通过泰勒展开可以分析各差商的截断误差，

这里不做推导，一阶向前差商和一阶向后差商都具有一阶精度，一阶中心差商具

有二阶精度，二阶向前差商和二阶向后差商都具有一阶精度，二阶中心差商具有

二阶精度。需要说明的是，并不是说近似一阶导数就只能用一阶向前差商、一阶

向后差商和一阶中心差商中的一种，当我们追求高精度时，我们可以自行构造
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高精度的差商格式，比如下面的一阶差商具有三阶精度：

       
x

xxfxfxxfxxf
x
y

Δ2
Δ23Δ6Δ2

Δ
Δ 



即：
         3Δ

Δ2
Δ23Δ6Δ2 xO

x
xxfxfxxfxxf

x
y








[6.15]

从式[6.15]能够很明显感受到为了获得高精度的近似，我们需要附近更多的

数据，可见计算量会明显增加，因此，近似控制方程时需要综合考虑精度与计算

效率两方面。另一方面，并不是所有的差商格式都可以用来近似微商，若差分格

式的精度小于一阶，则说明差分方程和微分方程不相容，不相容的差分方程是

无效的。式[6.14]展示了二阶向前差商来近似二阶混合偏导，只是做法上的展示，

通过泰勒分析可知该差商的截断误差为  xyO Δ/Δ ，当 xΔ 与 yΔ 接近时，我们说

误差  xyO Δ/Δ 远大于误差  xO Δ 或  yO Δ （一阶精度），因此，式[6.14]所示的

差商格式是不能接受的。对于二阶混合偏导
yx
f


2

而言，下面的混合偏导差商格

式的误差为  yxO ΔΔ  ，精度为一阶精度，是可以接受的。

         
yx

yyxxfyyxxfyyxxfyyxxf
yx
yxf

ΔΔ4
Δ,ΔΔ,ΔΔ,ΔΔ,Δ

ΔΔ
,Δ2 



即：

           yxO
yx

yyxxfyyxxfyyxxfyyxxf
yx
yxf ΔΔ

ΔΔ4
Δ,ΔΔ,ΔΔ,ΔΔ,Δ,2









[6.16]

差分格式的另一个重要性质是收敛性，即当时间步长 tΔ 与空间步长 xΔ 趋近

于 0时，通过差分格式计算出的解是否趋近于实际值，如果趋近说明此差分格式

是收敛的。对于某给定格式是否收敛，往往需要按具体问题予以证明。因此，通

常我们可以借助方程的物理意义来确定其收敛条件。大多数情况下，若遵守以下

原则，差分格式可以得到较为真实的解：使用中心差分格式、差分格式的精度不

小于二阶、不违背物理规律。差分格式的另一个重要性质是稳定性，即我们希望

在第一步计算时引入的误差（如测量误差、舍入误差等）不会在后续计算过程越

来越大。已证明，对于线性偏微分方程组的适定的初值问题，“一个与之相容的

线性差分格式是收敛格式”的充分必要条件是这格式的稳定性。因此，差分格式

的稳定性研究是有限差分法的重要内容。

接下来，以二维热传导方程 


















2

2

2

2

y
T

x
Tk

t
Tρc 为例，利用有限差分法对
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其进行离散。首先，将二维平面进行网格划分（可以想象成将二维平面划分为许

多大小一致的长方形），采用  ji, 来代表横向第 i位、纵向第 j位的网格， xΔ 和

yΔ 分别为长方形的横向和纵向尺寸， tΔ 为时间间隔， n
ji,T 表示第 n时刻  ji, 单元

的温度。这里简要说明一下为什么欧拉方法都需要划分网格，其原因是各类控制

方程本质上描述的是某个点的物理变化规律，而实际物体可以认为是由无限多个

点组成的，但我们根本无法描述无限多个点。于是，我们将实际物体划分为很多

小分块，通过计算有限个节点上的物理量或者单元体心的物理量来近似实际的

物理量分布。

图 6.1 差分网格

将热传导方程的时间项进行一次向前差商，将扩散项进行二次中心差商，于

是得到的差分格式为：










 





 


2
11

2
11

1

Δ
2

Δ
2

Δ y
TTT

x
TTT

t
TT n

ji,
n
ji,

n
ji,

n
j,i

n
ji,

n
j,i

n
ji,

n
ji, 

即：

n
ji,

n
ji,

n
ji,

n
ji,

n
j,i

n
ji,

n
j,in

ji, T
y

TTT
x

TTT
tT 









 



 

2
11

2
111

Δ
2

Δ
2

Δ

[6.17]

c
k


  [6.18]

式[6.17]告诉我们，如果知道了第 n时刻所有单元的温度，那么就可以求得第

1n 时刻（即下一时刻）所有单元的温度，我们称这种求解方式为显式求解。显

式求解的好处是不用组装线性方程组，计算快速，但缺点是需要采用足够小的时

间步长（ tΔ ）和空间步长（ xΔ 和 yΔ ），以保证解的准确性。相对应的另外一种
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求解方法为隐式求解，如果我们对扩散项进行二次中心差商时，所有温度值均采

用第 1n 时刻的温度，那么差分格式就会成为：

n
ji,

n
ji,

n
ji,

n
ji,

n
j,i

n
ji,

n
j,in

ji, T
y

TTT
x

TTT
tT 









 

















2

1
1

11
1

2

1
1

11
11

Δ
2

Δ
2

Δ [6.19]

很明显，式[6.19]是不能单独求解的，因为多个未知量在里面，所以我们需

要对所有单元都列出第 1n 时刻温度值的关系，即获得了一个多元线性方程组，

进而可以获得一个矩阵等式：

11 BTA   mmmm [6.20]

式中，m表示单元个数； mmA 为系数矩阵； 1T m 为保存下一时刻所有单元温度

值的向量； 1B m 为载荷向量。

需要说明的是，上面只是简要地说明有限差分组装矩阵的过程，并未对边界

条件处理等方面进行说明。如读者想深入研究有限差分法，甚至进行相关代码开

发，需要进一步学习相关书籍。

参考资料：

[1] 唐玉龙. 有限差分法.
[2] 廖敦明. 有限差分法基础.
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七、有限体积法

同有限差分法一样，有限体积法也是欧拉方法中的一种，有限体积法也主要

用于计算传热与流动。表 7.1给出了有限差分法与有限体积法优劣之处的对比[1]。

有限体积法的英文全称为 Finite Volume Method，英文简称为 FVM。

表 7.1 有限差分法与有限体积法对比

有限差分法 有限体积法

优势
实现简单、计算效率高、易于

提高精度

本身包含几何信息，易于处理

复杂网格

劣势
差分离散与几何解耦，难以处

理复杂网格
实现复杂、不易提高精度

由对比结果可知，有限体积法相比于有限差分法的最大优势在于，有限体积

法对网格类型不做限定，即采用所谓的非结构化网格，可以采用四面体网格、六

面体网格、多面体网格，甚至混合网格。有限体积法基于的是积分形式的守恒方

程而不是微分方程，该积分形式的守恒方程描述的是计算网格定义的每个控制体。

有限体积法着重从物理观点来构造离散方程，每一个离散方程都是有限大小体积

上某种物理量守恒的表达式，推导过程物理概念清晰，离散方程系数具有一定的

物理意义，并可保证离散方程具有守恒特性。

从数学处理层面来看，有限体积法首先需要选出一个有限体积（即单个计算

单元，如一个四面体、一个六面体等），有限体积法认为既然微分形式的控制方

程可以描述物体各处的状态，那么针对该有限体积对微分方程两端进行积分，所

得到的积分形式的控制方程也应当是成立的。分析各类微分形式的控制方程，我

们发现经常会涉及到对矢量求散度 F
v
，从而使得积分形式的控制方程中就会

出现  
CV

F dV
v

。该项正好可以借助高斯散度定理进行处理：

 
CV A

F dV n FdA   
v vv

[7.1]

式[7.1]最大的好处是把矢量散度的体积分转换为矢量乘积的面积分，从数学

计算角度来看相当于做了降维操作。进而，我们可以将重点放在如何求面积分上，

并最终构造出线性方程组。

接下来，我们以热对流控制方程     STkTρc
t
Tρc pp 

 U


为例，展

示有限体积法是如何将控制方程离散得到线性方程组[2, 3]。对于单个控制体CV

而言，该控制体的温度 0T 存储在该控制体的体心。针对控制体CV ，对热对流控

制方程进行体积分：
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     



CVCVCV pCV p SdVdVTkdVTρcdV
t
Tρc U


[7.2]

将高斯散度定理代入式[7.2]可得：

 



CVAA pCV p SdVTdAkndATρcndV
t
Tρc  U [7.3]

式中， A为控制体的边界面， nv为边界面的外法向单位向量。

在实际计算过程中，控制体的边界面即控制面为多个平面组成，如四面体控

制单元下为 4个三角形控制面，六面体控制单元下为 6个四边形控制面，因此，

可以将式[7.3]改写为：

   



CV
surfacesall

A i
surfacesall

A piCV p SdVTdAkndATρcndV
t
Tρc

ii

 U [7.4]

其中， iA为单个控制面， in
v
为单个控制面所对应的外法向单位向量。

式[7.4]中的各个项，从左至右分别为：瞬态项、对流项、扩散项、源项。接

下来的任务就是如何利用我们知道的（各单元中心的当前温度值、各单元中心的

流速）和我们想要知道的（各单元中心的下一时刻温度值）来近似式[7.4]中的各

项积分，从而得到线性方程组。下面将分别针对这四项的离散过程进行说明。

7.1 扩散项离散

式[7.4]中，单个控制面的扩散项积分为：

i
i

f iA
D n k TdA  

v
[7.1.1]

采用Mathur and Murthy (1997)[4]所提出的扩散项离散公式，其适用于三维非

结构化网格：

,1 0 i

i i

i i

i i
f i D i

i i i

eT T AD k kA T n
n e n e



 

 
        

v
v

v v v v [7.1.2]

式中，右端的第一项为直接梯度项（direct gradient），右端的第二项为二次扩散

项（secondary diffusion term）或交错扩散项（cross-diffusion），其表示为总扩散

与主分量的差值。其中， 0T 为控制单元体心的温度值， ,1iT 为控制面 i的相邻单元

体心的温度值（每个控制面分隔两个单元，一个为控制单元，一个为相邻单元），

i 为控制单元体心 0C 与控制面 i的相邻单元体心 ,1iC 的距离， iA为控制面 i的面

积，
i
e
v
为控制单元体心 0C 到控制面 i的相邻单元体心 ,1iC 方向的单位向量（由 0C

指向 ,1iC ），
iD

T 为控制面 i的平均温度扩散梯度，其由控制面 i两侧单元体心的
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温度扩散梯度求平均：

0 ,1

2
i

i

D D
D

T T
T

 
  [7.1.3]

式中，
0D

T 和
,1iD

T 分别为控制面 i两侧单元体心的温度扩散梯度（这里的扩散

梯度是为了与对流项插值过程中使用的梯度区分开来）。需要说明的是，如果控

制面为边界面，是不用计算平均变量扩散梯度的。下面说明如何计算控制单元体

心的扩散梯度。

我们首先借助格林-高斯定理（Green-Gauss Theorem）求出各单元的温度梯

度 cT （注意！温度梯度与温度扩散梯度是两个不同的概念，后面会进一步解释）：

 1
c i i i

all surfaces
T T An

V
 

  v
[7.1.4]

式中， V 为计算单元的体积， iT 为单元边界面的初步平均温度值，不同的 iT 求

法得到不同的梯度求解方案。当 iT 由两相邻单元体心处的温度值 0cT 和 1cT 决定时，

梯度方案为 Green-Gauss Cell Based，如式[7.1.5]所示； iT 由边界面的节点温度

值 nT 决定时，梯度方案为 Green-Gauss Node Based，如式[7.1.6]所示。

0 1

2
c c

i
T TT 

 [7.1.5]

1

1 N

i n
n

T T
N 

  [7.1.6]

其中， N 为边界面的节点个数，边界面节点的温度值 nT 由与其相连的单元体心

温度值加权平均得到。下面依据一种由 Holmes and Connel (1989)[5, 6]提出的加权

方案，将其推广到三维情况，由单元温度值求得各节点的温度值：

1

1

n

i i
i

o n

i
i

wT
T

w









[7.1.7]

其中， oT 为插值得到的节点温度值， iT为与节点相连的单元中心温度值， iw 为对

应单元的加权系数，n为与节点相连的单元个数。这里不详细说明加权系数 iw 的

计算，虽然加权系数值求解过程有些繁杂，但是加权系数值的求解只与网格位置
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有关，因此，只需求解一次。

利用式[7.1.4]~式[7.1.7]，我们已经可以计算出控制面两侧单元的单元温度梯

度 0cT 和 1cT ，分别以两侧单元体心为中心对控制面温度进行插值，可得：

0 0 0 0
ˆ
f c c fT T T r   v [7.1.8]

1 1 1 1
ˆ
f c c fT T T r   v [7.1.9]

式中， 0fr
v

和 1fr
v

分别为控制面中心与两侧单元体心的位置坐标向量。

为了保证由梯度插值得到的温度值限制在相邻单元温度值的范围之内，需要

引入梯度限制器  （ gradient limiter），这里所采用的限制器最初由

Venkatakrishnan[7]提出，后由Wang[8]改进。需要说明的是，梯度限制器是对某个

单元而言的，而且插值不同位置时，梯度限制值不一样。采用的梯度限制器 为：

2 2

2 2 2
2

2



  

   

    

     

[7.1.10]

cT T   [7.1.11]

max

min

0
0

c

c

T T if
T T if






  
     

[7.1.12]

1 0if    [7.1.13]

 ' max minT T   [7.1.14]

其中，T为计算的初始插值温度值； cT 为单元体心温度值； maxT 和 minT 分别为当

前单元及其相邻单元体心温度的最大、最小值； maxT 和 minT 分别为全局单元体心

温度的最大、最小值； ' 为控制参数，限制在  ' 0.01, 0.20  ，文献[8]中说明

' 0.05  时具有较好的效果。

分别对控制面两侧的单元进行梯度限制值的计算，即分别将 0 0
ˆ ,f cT T 和 1 1

ˆ ,f cT T

代入式[7.1.10]计算得到对应的梯度限制值 0f 和 1f ，进而可以得到分别以控制

面两侧单元为中心时经过梯度限制器处理之后的控制面插值温度值：

0 0 0 0 0f c f c fT T T r    v [7.1.15]
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1 1 1 1 1f c f c fT T T r    v [7.1.16]

于是控制面的插值温度平均值 fT% 为：

0 1

2
f f

f

T T
T


% [7.1.17]

进而可得到用于离散扩散项的单元温度扩散梯度：

 1
D f f f

all surfaces
T T A n

V
 

  v% [7.1.18]

对比式[7.1.18]与式[7.1.4]发现，单元温度扩散梯度所采用的控制面温度为 fT% ，

而单元温度梯度所采用的控制面温度为 iT ，这就是两者的不同。为了求 fT% ，我

们需要先求单元温度梯度，再求梯度限制值，再求平均，所以可以认为单元温度

扩散梯度是在单元温度梯度的基础上得到的。

接着，利用式[7.1.18]我们就可以求得各控制面的平均温度扩散梯度
iD

T 。

我们将 ,1 0 i

i i

i i

i i
f i D i

i i i

eT T AD k kA T n
n e n e



 

 
        

v
v

v v v v （式[7.1.2]）等号右端的第一项

隐式处理（即温度用未知量表示），将等号右端的第二项显式处理（即温度用已

知量表示），于是扩散项可以离散为单元体心温度值的线性组合加上一常数项：

1 1
0 ,
n n

diffusion i diffusion i diffusion
i

a T b T c   [7.1.19]

7.2 对流项离散

式[7.4]中，单个控制面的对流项积分为：

i

i

f i p
A

C n c TUdA 
vv

[7.2.1]

这里认为速度场已知，因此控制面速度 fU
v

为：

0 1

2
c c

f
U UU 


v vv

[7.2.2]

式中， 0cU
v

和 1cU
v

分别为控制面两侧单元体心的速度。如果给定的是均匀速度场，

也就不用计算控制面速度。

因此，需要确定的是控制面温度值 fT ，这里采用等同式[7.1.15]和式[7.1.16]
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的高阶差分格式，即借助单元温度梯度和梯度限制值求得控制面温度值：

f c upwind f upwind c upwind f upwindT T T r    v [7.2.3]

其中， f upwind , c upwindT , f upwindrv 的计算等同于 0f , 0cT , 0fr
v

和 1f , 1cT , 1fr
v

，前提

是需要确定控制面的哪侧单元为控制面的上游单元，上游单元的选取由 i fn U
vv

的

结果确定，如果 0i fn U 
vv

，此控制面对流项积分结果为 0。

将式[7.2.2]和式[7.2.3]代入式[7.2.1]，可得对流项的离散格式为：

  0 1=
2

i

i

f i p
A

c c
i p c upwind f upwind c upwind f upwind i

C n c TUdA

U Un c T T r A



 

 


   


vv

v v
v v

[7.2.4]

接着，将式[7.2.3]等号右端的第一项隐式处理，将等号右端的第二项显式处

理，于是对流项可以离散为单元体心变量值的线性组合加上一常数项：

1 1
0 ,
n n

convection i convection i convection
i

a T b T c   [7.2.5]

7.3 瞬态项离散

式[7.4]中，单个控制体的瞬态项积分为：

V pCV

TT c dV
t

 


 [7.3.1]

对于温度T的时间导数，一般采用的方案为：一阶离散，如式[7.3.2]所示；

二阶离散，如式[7.3.3]所示。

1n nT T T
t t

 


 
[7.3.2]

1 13 4
2

n n nT T T T
t t

   


 
[7.3.3]

分别将式[7.3.2]和式[7.3.3]代入式[7.3.1]，可得瞬态项积分的一阶离散式和二

阶离散式分别为：

1n n

V p
T TT c V

t


 
 


[7.3.4]

1 13 4
2

n n n

V p
T T TT c V

t


  
 


[7.3.5]
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式中， 1 1, ,n n nT T T  分别为下一时刻、当前时刻、前一时刻的温度值， t 为时间

步长。如果采用二阶离散方案的话，计算第一个时间步长时先采用一阶方案，从

计算第二个时间步长开始采用二阶方案。

于是，瞬态项可以离散为不同时刻温度值的线性组合：

1 1
0 ,
n n

transient i transient i
i

a T b T  [7.3.6]

7.4 源项离散

式[7.4]中，单个控制体的源项积分为：

V CV
S SdV  [7.4.1]

对于源函数 S的处理，一般采用的方案为：一阶离散，如式[7.4.2]所示；二

阶离散，如式[7.4.3]所示：

S S [7.4.2]

u pS S S T  [7.4.3]

式中， S 为控制体的平均源项值，一般取做控制体体心的源项值； uS 和 pS 为对

源函数 S做线性化处理得到的系数；T为所需求解的控制体体心温度值。

需要说明的是， uS 和 pS 可以为T的函数，离散过程中 uS 和 pS 显式处理，式

[7.4.3]中T做隐式处理。分别将式[7.4.2]和式[7.4.3]代入式[7.4.1]，可得源项积分

的一阶离散和二阶离散分别为：

VS S V  [7.4.4]

 V u pS S S T V   [7.4.5]

于是，当采用一阶离散方式时，源项离散为一常数（式[7.4.6]）；当采用二

阶离散方式时，源项可以离散为单元体心温度值乘以某个系数值，再加上一常数

项（式[7.4.7]）：

sourcec [7.4.6]

1
s 0

n
ource sourcea T c  [7.4.7]
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7.5 矩阵组装

至此，针对热对流控制方程，我们采用有限体积法对积分形式的守恒方程的

各项进行了离散，归纳起来为：

热对流控制方程（微分形式）

    STkTρc
t
Tρc pp 

 U

 [7.5.1]

热对流控制方程（积分形式）

   



CV
surfacesall

A i
surfacesall

A piCV p SdVTdAkndATρcndV
t
Tρc

ii

 U [7.5.2]

扩散项离散

,1 0

1 1
0 ,

=

=

i

i i
i

i i

i i
f i i D iA

i i i

n n
diffusion i diffusion i diffusion

i

eT T AD n k TdA k kA T n
n e n e

a T b T c



 
 

 
          

 





v
v v

v v v v [7.5.3]

对流项离散

  0 1

1 1
0 ,

=
2

=

i

i

c c
f i p i p c upwind f upwind c upwind f upwind i

A

n n
convection i convection i convection

i

U UC n c TUdA n c T T r A

a T b T c

  

 


     

 





v vvv v v
[7.5.4]

瞬态项离散

1
1 1

0 ,=
n n

n n
V p p transient i transient iCV

i

T T TT c dV c V a T b T
t t

 


  
   

  

或

1 1
1 1

0 ,
3 4 =

2

n n n
n n

V p p transient i transient iCV
i

T T T TT c dV c V a T b T
t t

 
 

   
   

  

[7.5.5]

源项离散

=V sourceCV
S SdV S V c  

或

  1
s 0= n

V u p ource sourceCV
S SdV S S T V a T c    

[7.5.6]

按照式[7.5.3]~式[7.5.6]的处理，可以针对每个控制单元得到相应的线性方程：

1 1
0 0 1 1 0

n n
n na T a T S   [7.5.7]

将各个单元的线性方程组装起来，即可得到求解下一时刻各单元变量值的矩

阵方程式，采用相应的矩阵求解器进行求解即可：
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AX B [7.5.8]
需要说明的是，上面只是对有限体积法的基本思想和离散过程进行了简要介

绍，在处理其他控制方程时，并不是只能采用上述的离散方式。事实上，有限体

积法的离散方法也在不断发展，如果读者需要深入研究有限体积法，甚至进行相

关代码开发，还需进一步学习相关书籍[9-11]。

参考资料：

[1] 李新亮. 有限体积法.
[2] 曹流. 非结构化网格下基于有限体积法的流场计算.
[3] 曹流. 铸造充型过程中成形类缺陷演化机理及数值模拟研究[D]. p.43-p.52.
[4] Mathur S R, Murthy J Y. A pressure-based method for unstructured meshes[J].

Numerical Heat Transfer, 1997, 31(2): 195-215.
[5] D. G. Holmes and S. D. Connell. Solution of the 2D Navier-Stokes Equations on

Unstructured Adaptive Grids[C]. AIAA 9th Computational Fluid Dynamics
Conference, 1989.

[6] R. D. Rauch, J. T. Batira, N. T. Y. Yang. Spatial Adaption Procedures on
Unstructured Meshes for Accurate Unsteady Aerodynamic Flow
Computations[C]. Technical Report AIAA-91-1106, 1991.

[7] Venkatakrishnan V. On the accuracy of limiters and convergence to steady state
solutions[C]. AIAA, 1993.

[8] Wang Z J. A fast nested multi-grid viscous flow solver for adaptive
Cartesian/Quad grids[J]. International Journal for Numerical Methods in Fluids,
2000, 33(5): 657-680.

[9] Versteeg H K. An Introduction to Computational Fluid Dynamics: The Finite
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[11]Moukalled F. The Finite Volume Method in Computational Fluid Dynamics: An

Advanced Introduction with OpenFOAM and Matlab.
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八、应力与应变

8.1 应力

对于一具有确定外法向方向的微面，我们将该微面受到的合力 FΔ 比上该微

面的面积 SΔ ，即可得作用于该微面的全应力 S

。将 S


分别在微面的法向和切向

进行分解，即可得作用于该微面的正应力 和切应力 。与流体力学中的剪切应

力张量类似，我们采用应力张量 ij （二阶张量）来描述固体材料内部某点的受

力状态[1]：




































zzyzx

yzyyx

xzxyx

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

ij

ττ
ττ
ττ










 [8.1.1]

某点的应力张量 ij 的九个分量代表的是通过该点的三个互相垂直的平面所

受到的正应力和切应力。应力张量各分量的方向服从下面的规则（图 8.1.1）：

1) 每个应力分量均有两个下标。第一个下标表示应力作用面法线的方向，第二

个下标表示该应力的作用方向。有时也可省略正应力的第二个下标。

2) 如果某一截面上的外法线方向是沿着坐标轴的正向，则作用在这个截面上的

应力分量就以沿着坐标轴正方向为正，沿坐标轴负方向为负。

3) 如果某一截面上的外法向线方向是沿着坐标轴的负向，则作用在这个截面上

的应力分量就以沿着坐标轴负方向为正，沿坐标轴正方向为负。

图 8.1.1 某点的应力状态



Copyright by Liu CAO (曹流) Email: caoliu@gzhu.edu.cn
— 70 —

若此时处于静力平衡状态，绕各轴的合力矩为零，即可得应力张量 ij 应为对

称张量，即所谓的切应力互等定律，于是，描述点的应力状态只需要六个应力分

量：






































z

yzy

xzxyx

zzyzx

yzyyx

xzxyx

ij τ
ττ

ττ
ττ
ττ










 [8.1.2]

如果我们已知某点的应力张量 ij ，想知道通过该点任意一截面的全应力 S

，

计算方法为（ il 为该截面的外法向向量与三个坐标轴 ix 的夹角余弦值）：











































nσmτlτ
nτmσlτ
nτmτlσ

lσlτlτ
lτlσlτ
lτlτlσ

lSS

zyzxz

zyyxy

zxyxx

zzyyzxxz

zzyyyxxy

zzxyyxxx

iiji 


[8.1.3]

进而可得作用于该截面的正应力 S 和切应力 Sτ 为：

jiijS ll  [8.1.4]

222
SS S  


[8.1.5]

由此可见，即使材料的受力状态不变，选取的截面不同，作用于该截面的正

应力和切应力可能会发生变化（图 8.1.2）；选取的坐标系不同，应力张量 ij 中

的各分量可能也会发生变化。

图 8.1.2 斜面上的应力

由于二阶对称张量存在三个主轴和三个主值，即当某点的应力状态确定后，

我们可以找到通过该点的三个互相垂直的截面，这三个截面的应力均只有正应力，
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没有切应力。于是，我们称这三个截面为主平面，主平面上的正应力为主应力，

主平面的外法线方向为主应力方向或应力主轴。如果我们已知某个坐标系下的应

力张量 ij ，三个主应力 N 可以视为求解系数为应力张量不变量的一元三次方程：

0III 32
2

1
3  NNN  [8.1.6]

应力张量不变量的求法可以参见式 [0.9.1]~式 [0.9.3]。求得三个主应力

321 ,,  之后，代入下面的方程组，即可得到各主应力所对应的截面方向：

 
 

 











0
0
0

nσmτlτ
nτmσlτ
nτmτlσ

Nzyzxz

zyNyxy

zxyxNx






[8.1.7]

当采用应力主轴作为坐标系方向时，通过该点任意一截面的全应力 S

与三个

主应力 321 ,,  满足下列关系：

02
3

2
3

2
2

2
2

2
1

2
1 


SSS

[8.1.8]

此时意味着我们可以采用一个椭球来描述通过该点任意一截面的全应力 S

，

即如果以三个主应力 321 ,,  画一个椭球，S

的端点一定会落在椭球面上，我们

称这个椭球面为应力椭球面（图 8.1.3）。

图 8.1.3 应力椭球面

对于一给定的受力状态，我们称切应力有极值的平面为主切应力平面，该切

应力被称为主切应力。需要说明的是，主切应力平面上的正应力不一定为零。在

主轴空间中，垂直一个主平面而与另两个主平面夹角为 45°的平面就是主切应

力平面，故主切应力平面有六个（图 8.1.4）。主切应力平面上的正应力和主切
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应力可以通过三个主应力 321 ,,  求得：

2
,

2
,

2
21

12
31

13
32

23
 







 [8.1.9]

2
,

2
,

2
21

12
13

13
32

23
 







 [8.1.10]

式中，下角标 23、13、12分别代表与主平面 1、2、3垂直，与主平面(2,3)、(1,3)、
(1,2)成 45°的主切应力平面。

图 8.1.4 主切应力平面

如果已知 321   ，我们可得最大切应力为：

2
31

max
 

 [8.1.11]

由于单位体积的改变与应力张量 ij 的第一不变量有关：

  1321 I2121
EE
 




 [8.1.12]

式中，为体积变化率； 为泊松比； E为弹性模量。

我们设    3211 3
1I

3
1

3
1   zyxm 为平均应力或静水压力（与

流体力学中的压强相当），进而可以将应力张量处理为两部分之和：
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



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
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
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
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





00
00
00

[8.1.13]

式[8.1.13]右端的第二项表示一种球应力状态，称之为应力球张量。当质点处

于球应力状态下时，过该点的任意方向均为主方向，且各方向的主应力相等，而

任何切面上都没有切应力。可见，应力球张量只能引起物体的体积变化，而无法

使物体发生变形。式[8.1.13]右端的第一项被称为应力偏张量，由于应力偏张量

的第一不变量为零，可见，应力偏张量不会引起物体体积的变化。同时，由于应

力偏张量保留了原始应力张量的所有切应力分量，所以应力偏张量完全包括了应

力张量作用下的形状变化因素。应力偏张量同样有三个不变量 '
3

'
2

'
1 I,I,I ，当我们

采用主应力形式来描述应力张量时，应力偏张量的三个不变量可由下式计算：
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0I '1  [8.1.14]

      231
2

32
2

21
'
2 6

1I   [8.1.15]

   mmm   321
'
3I [8.1.16]

当我们通过与三个坐标轴等倾角的平面构造出一个八面体时（图 8.1.5），我

们计算这个八面体各边界面的正应力 8 与切应力 8 ，发现 8 就是平均应力 m ，

8 可由应力偏张量的第二不变量 '
2I 确定，进而在 8 的基础上提出了等效应力 的

概念，其也被称为广义应力或应力强度：

      
         （任意坐标系）
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
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[8.1.17]

等效应力可以在一定意义上“代表”整个应力状态中的偏张量部分，它与塑

性变形关系很密切。我们可以借助等效应力的变化来判断加载、中性载荷和卸载。

图 8.1.5 八面体平面

应力莫尔圆与应力椭球面都是应力状态的一种几何表达。应力莫尔圆的几何

画法为：先确定三个主应力 321 ,,  ；然后建立横坐标为正应力，纵坐标为切

应力的直角坐标系；接着在横坐标上确定 321 ,,  的位置，分别取两个点为直

径端点画圆，得到三个莫尔圆；最后，不同截面上的正应力和切应力就分布在三

个莫尔圆围成的阴影部分（图 8.1.6）。如果确定了阴影里面的一点 P，其坐标就

是该截面的正应力和切应力，之后可以求得该截面的法向方向。
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图 8.1.6 应力莫尔圆

8.2 应变

与应力状态相类似，我们也需要描述点的应变状态[1]。应变状态分析的最主

要目标是建立应变及应变速率的几何方程，并为描述应力与应变关系做准备。从

定义上来看，描述应变的方法有工程应变 和对数应变 * ：

0

0

l
ll 

 [8.2.1]

0

* ln
0

l
l

l
dll

l

  [8.2.2]

关于工程应变与对数应变，有以下几点需要了解：

1) 工程应变又被称为相对应变、条件应变，对数应变又被称为自然应变、真实

应变。对于微小应变，用这两种度量求出来的应变值几乎是一样的。

2) 工程应变不能表示变形的真实情况，而且变形程度越大，误差也越大。

3) 对数应变为可加应变，工程应变为不可加应变。

4) 对数应变为可比应变，工程应变为不可比应变。

我们采用应变张量 ij 来描述应变状态， ij 与位移场 iu 相关。这里需要说明的

是，我们在流体力学中， ij 代表剪切速率张量， iu 代表速度矢量，而我们在这

里， ij 代表应变张量， iu 代表位移矢量， ij 代表应变速率张量， iu 代表速度矢

量。应变可分为正应变（线应变）和切应力，正应变又可分为拉应变和压应变。

正应变以线元长度的相对变化来表示，而切应变以相互垂直线元之间的角度变化

来表示。应变用位移的相对变化表示，这纯粹是几何学的问题，所以应变分析不

论对弹性问题还是塑性问题均适用。

在小变形条件下，微元体的应变张量 ij 为：
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式[8.2.3]被称为小变形几何方程（柯西方程）。如果变形体内的位移场已知，

则可由柯西方程求得各质点的应变状态，再根据应力应变关系（本构关系）求得

应力状态。需要说明的是，应变分析是针对小变形而言的，但其可以推广用于大

变形。因为大变形是由小变形积累而成的，若将大塑性变形过程分成若干个很小

的变形阶段，则每个阶段的变形仍可看成是小变形。

与应力张量类似，应变张量也可以有主应变、应变主轴、应变张量不变量、

主切应变、最大切应变、应变球张量、应变偏张量、等效应变等概念。其中，最

大切应变与最大、最小主应变有关，应变球张量表示单元体的体积变化，应变偏

张量表示单元体的形状变化，等效应变（广义应变、应变强度）由应变偏张量的

第二不变量确定。如果认为塑性变形时体积不变，即 0m ，此时应变球张量为

0，应变张量就是应变偏张量。
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[8.2.7]

以上所提及的应变通常被称为全量应变，即该应变代表了全过程的应变量。

如果质点曾有过几次变形，则其全量应变将是历次变形叠加的结果。但对于塑性

成形而言，涉及到塑性加载、卸载时，应力与应变无法保证一一对应。于是我们

将应变限制在一个非常小的范围内，在该范围内的应变就与该瞬时的应力状态相

对应，我们称之为应变增量 d ，进而有所谓的应变增量张量 ijd 。应变增量 d 与

位移增量 du的关系为：
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需要说明的是，应变增量张量 ijd 不是应变张量 ij 的微分，即  ijij d 。这

个也好理解，实际物体的变形过程是十分复杂的，变形往往不均匀，应变主轴不

断变化，使得应变增量张量的主轴与应变张量的主轴不一定重合。事实上，把应

变增量张量理解为很小的应变张量就足够了，应变增量与全量应变除了计算的起

点以及计算过程的长度不同之外，两者没有其他不同之处。

当材料的力学性能（或本构关系）与变形速度有关时，我们就需要使用应变

速率张量 ij 来描述材料的变形状态。应变速率张量 ij 可以视为是应变增量张量

ijd 对时间增量 dt的比值，但应变速率张量 ij 不是应变张量 ij 对时间的导数。
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综上所述，我们有三个张量来描述应变状态：应变张量 ij 、应变增量张量 ijd 、

应变速率张量 ij 。关于这三个张量，以下几点需要清楚：

1) 应变张量描述的是过程（整体）变形状态，应变增量张量与应变速率张量描

述的是瞬时变形状态。

2) 解决弹性和小塑性变形问题时主要用全量应变（应变张量），而解决塑性成

形问题（大变形问题）时主要采用应变增量或应变速率。

3) 如果不考虑变形速度对材料性能的影响，则用应变增量和应变速率计算出来

的结果应该是一致的。

4) 将大塑性变形过程分成若干个很小的变形阶段，则每个阶段的变形仍可看成

是小变形。
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8.3 等效应力-等效应变曲线的简化模型

试验表明，按不同应力组合所得到的等效应力-等效应变曲线[2, 3]（  - 曲线）

与简单拉伸时的应力-应变曲线基本相同。于是，我们可以假设，对于同一种材

料，在变形条件相同的情形下，等效应力与等效应变曲线是单一的，称为单一曲

线假设。

单向拉伸时的名义应力-应变曲线以及不同的变形阶段如下图所示（图 8.3.1、
图 8.3.2）：

图 8.3.1 单向拉伸时的名义应力-应变曲线

图 8.3.2 单向拉伸时的不同变形阶段

可以将名义应力-应变曲线处理为真应力-真应变曲线（图 8.3.3）：

图 8.3.3 真应力-真应变曲线
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由于实验方法获取的  - 曲线（真应力-真应变曲线）一般较为复杂，不能

用简单的函数形式描述，所以通常将其简化为以下几种模型（表 8.3.1、表 8.3.2）。
表 8.3.1 各种简化的材料模型

材料模型 数学表达式

理想弹塑性

适合于应变不太大，强化程

度较小的材料 e

e

es E
E

















[8.3.1]

理想刚塑性

适合于热加工和超塑性的金

属材料

s  [8.3.2]

幂指数硬化

适合于大多数金属材料，可

简化为线弹性模型和理想刚

塑性模型

nA  [8.3.3]

刚塑性非线性硬化

适合于预先经过冷加工的金

属材料

m
s A  [8.3.4]

弹塑性线性硬化

适合于弹性变形不可忽略，

且塑性变形的硬化率接近于

不变的材料

    e

e

e
'

ee
'

s EEE
E





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







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[8.3.5]

刚塑性线性硬化

适合于经过较大的冷变形量

之后，并且其加工硬化率几

乎不变的材料

 2As  [8.3.6]

表 8.3.2 各种简化模型的曲线

理想弹塑性 理想刚塑性 幂指数硬化

刚塑性非线性硬化 弹塑性线性硬化 刚塑性线性硬化
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九、（热）弹性/弹塑性力学控制方程

9.1 应力平衡微分方程

与流体力学中的受力分析类似，我们这里也指定一个微六面体，并认为对应

面的应力分量满足线性关系（图 9.1.1）。当该微六面体处于静力平衡状态，依

据力的平衡关系可得应力平衡微分方程[1]：
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图 9.1.1 微六面体的应力状态

9.2 柯西方程

柯西方程[1]用于描述小变形情形下位移场 iu 与应变张量 ij 之间的关系，本质

上是一种几何关系，此时也被称为小变形几何方程。
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对于大变形情形，我们需要描述位移增量场 idu 与应变增量张量 ijd 之间的关

系，或者是描述速度场 iu 与应变速率张量 ij 之间的关系：

         

     

 



























































































































z
dw

z
dv

y
dw

y
dv

x
dw

z
du

x
dv

y
du

x
du

dd
ddd

ddd
ddd
ddd

d

z

yzy

xzxyx

zzyzx

yzyyx

xzxyx

ij

2
1
2
1

2
1











[9.2.2]

























































































































z
w

z
v

y
w

y
v

x
w

z
u

x
v

y
u

x
u

z

yzy

xzxyx

zzyzx

yzyyx

xzxyx

ij
















2
1
2
1

2
1









 [9.2.3]

9.3 应变协调方程

从数学角度来看，应变协调方程或应变连续方程[1]是对柯西方程中的应变分

量进行偏导运算，然后建立正应变与切应变之间的关系；从物理角度来看，应变

协调方程是确保材料在发生变形之后仍然可以连续地组合起来。应变协调方程可

以分为两组：
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


















































































2

2

2

22

2

2

2

22

2

2

2

22

2
1
2
1

2
1

zxxz

yzzy

xyyx

xzzx

zyyz

yxxy







[9.3.1]







































































































zyxzyx

yxzyxz

xzyxzy

xyzxyzz

zxyzxyy

yzxyzxx







2

2

2

[9.3.2]

需要说明的是，我们可以把柯西方程和应变协调方程结合起来看，如果我们

已经通过柯西方程建立了位移场与应变张量的关系，那么可以不用考虑应变协调

方程了，因为此时应变协调方程自然会满足。如果我们是通过其他方法先得到了

应变分量（即获得了应变张量），那么我们需要应变张量里的各分量满足应变协

调方程，才能得到正确的位移场。

9.4 弹性应力-应变关系

针对各向同性材料，广义胡克定律[2]用于描述其在一般应力状态下的弹性应

力应变关系：

  
  
  



































2G

2G

2G

E

E

E

zx
zx

yz
yz

xy
xy

yxzz

zxyy

zyxx















1

1

1

[9.4.1]

写成张量形式为：

ijmijij EG
 21

2
1 ' 

 [9.4.2]
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式中， E为弹性模量， 为泊松比，  
12
EG 为切变模量， ij 为克氏符号。

也可将式[9.4.1]改写为：



























zxzx

yzyz

xyxy

zz

yy

xx

G

G

G
G

G
G











2

2

2
2

2
2

[9.4.3]

式中，   


211 


E
为拉梅系数， zyx   为体积应变。

将式[9.4.3]可以写为张量形式：

kl
e
ijklij  D [9.4.4]

式中， e
ijklD 为弹性本构四阶张量。借助 Voigt标记方法，我们可以将式[9.4.4]写

成矩阵与向量的形式：

 eD [9.4.5]

   Tzxyzxyzyx
T   312312332211 [9.4.6]

   Tzxyzxyzyx
T   312312332211 [9.4.7]


































G
G

G
G

G
G

De

2
2

2
2

2
2





[9.4.8]

9.5 热弹性应力-应变关系

热弹性模型[3]中，认为应变由两部分组成：弹性应变 e 和热应变 T 。其中，

弹性应变 e 采用广义胡克定律进行描述，热应变 T 与热膨胀系数 和温差 TΔ 有

关（ TT Δ  ）。由于热膨胀只会影响体积膨胀或收缩，不会引起材料的变形，
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所以热应变 T 只会影响应变张量的对角线元素。

  
  
  



































2G

2G

2G

T
E

T
E

T
E

zx
zx

yz
yz

xy
xy

yxzz

zxyy

zyxx















Δ1

Δ1

Δ1

[9.5.1]

也可将式[9.5.1]改写为：



































zxzx

yzyz

xyxy

zz

yy

xx

G

G

G

TEG

TEG

TEG






















2

2

2

Δ
21

2

Δ
21

2

Δ
21

2

[9.5.2]

将式[9.5.2]可以写为张量形式：

ijkl
e
ijklij TE 


 Δ

21
D


 [9.5.3]

式中， e
ijklD 为弹性本构四阶张量。借助 Voigt 标记方法，我们可以将式[9.5.3]写

成矩阵与向量的形式：

 Te
T

e DD   [9.5.4]

   Tzxyzxyzyx
T   312312332211 [9.5.5]

   Tzxyzxyzyx
T   312312332211 [9.5.6]
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
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
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
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












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









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G
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G
G
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2
2

2
2

2
2



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[9.5.7]

 TT TE 000111Δ
21







 [9.5.8]

 TT T 000111Δ  [9.5.9]

9.6 弹塑性应力-应变关系

在描述弹性应力-应变关系和热弹性应力-应变关系时，我们建立的是全量的、

与加载路径无关的应力-应变关系。当材料处于塑性状态时，一方面，应力和应

变之间不再是弹性状态下的线性关系，我们无法采用简单的线性模型来描述应力

-应变关系，另一方面，塑性阶段的应变状态不仅与应力状态相关，而且依赖于

整个加载路径。因此，我们只能建立瞬时状态下的应力增量与应变增量之间的关

系，即所谓的增量理论[4]，进而在时间上对应力增量和应变增量进行积分，以获

得应力全量和应变全量。

基于增量理论的张量形式的弹塑性模型为：

   klep
ijklij dd  D [9.6.1]

式中， ep
ijklD 为弹塑性本构四阶张量。

将式[9.6.1]写成矩阵和向量的形式为：

 dDd ep [9.6.2]

对应力增量 d 和应变增量 d 在时间 t上进行积分，即可得最终的应力 和

应变 ：

  td [9.6.3]

       tdtDtd ep  [9.6.4]

在实际工程应用中，通常把材料的塑性非线性处理成双线性强化模型，这里

采用双线性强化模型中的双线性等向强化模型（没有考虑鲍辛格效应，认为各个

方向的屈服极限会同时上升）来描述弹塑性行为。下图为双线性等向强化模型的

示意图。主要需要从以下几个方面来认识双线性等向强化模型（图 9.6.1）：
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1) 如等效应力 一直未超过初始屈服极限 s ，那么材料将会一直处于弹性阶段，

此时矩阵 epD 与 eD （式[9.4.8]）完全相同，即模量采用弹性模量 E，此阶段

的加载和卸载情形下的应力-应变曲线是相同的（均沿着第一段直线）；

2) 如等效应力 一旦超过初始屈服极限 s ，材料将进入塑性阶段，如继续加载，

材料的应力-应变关系将沿第二段直线变化，此时矩阵 epD 与 eD （式[9.4.8]）

的形式是一样的，但模量需要采用硬化模量 pE ；

3) 进入塑性阶段后，如进行卸载，应力-应变关系不会沿第二段直线返回，而是

以弹性模量 E为斜率进行卸载，此时矩阵 epD 中的模量为弹性模量 E，此情

形下即使应力卸载至零，应变也不会为零，即发生了永久变形（塑性变形）；

4) 如接着加载，将以弹性模量E为斜率进行弹性变形，此时新的屈服极限就成

为了 '
s ，即材料发生了硬化。

图 9.6.1 双线性等向强化模型

由上可知，弹塑性本构的复杂之处在于需要实时判断材料的载荷状态，我们

采用加载准则来判断当前材料处于加载状态还是卸载状态：

   
    卸载状态

加载状态







0
0

22

22

ttd
ttd




[9.6.5]

依据式[9.6.5]所示的加载准则，并结合当前的等效应力以及当前的屈服极限，

即可确定当前是处于弹性阶段还是塑性阶段，进而确定式[9.6.2]中的弹塑性本构

矩阵：
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  peep DmmDD  1 [9.6.6]

式中，m为弹性塑性转变系数（m只能为 0或 1），当 1m 时材料处于弹性阶

段，当 0m 时材料处于塑性阶段； eD 为弹性本构矩阵，模量采用弹性模量 E；

pD 为塑性本构矩阵，模量采用硬化模量 pE 。

9.7 热弹塑性应力-应变关系

热弹塑性应力-应变关系[4]与弹塑性应力-应变关系的不同之处主要体现在两

个方面：一是，当温度变化范围很大时，物性参数随温度变化也很大，即弹性模

量 E与硬化模量 pE 会随温变化，图 9.7.1给出了不同温度下的变化曲线（1→5，

温度逐渐升高）；二是，热弹塑性应力-应变关系需要考虑热应变 T 。

图 9.7.1 双线性等向强化模型在不同温度下的应力-应变曲线示意图

基于增量理论的张量形式的热弹塑性模型为：

      klTkl
ep
ijklij d-dd  D [9.7.1]

式中， ep
ijklD 为弹塑性本构四阶张量。

将式[9.7.1]写成矩阵和向量的形式为：

 Tep ddDd   [9.7.2]

  TT Tdd 000111Δ  [9.7.3]

式中，  Td Δ 为温度增量。
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对应力增量 d 和应变增量 d 在时间 t上进行积分，即可得最终的应力 和

应变 ：

  td [9.7.4]

       tdtDtd ep  [9.7.5]

我们采用加载准则来判断当前材料处于加载状态还是卸载状态：

   
    卸载状态

加载状态







0
0

22

22

ttd
ttd




[9.7.6]

依据式[9.7.6]所示的加载准则，并结合当前的等效应力以及当前的屈服极限，

即可确定当前是处于弹性阶段还是塑性阶段，进而确定式[9.7.2]中的弹塑性本构

矩阵：

  peep DmmDD  1 [9.7.7]

式中，m为弹性塑性转变系数，当 1m 时材料处于弹性阶段，当 0m 时材料处

于塑性阶段； eD 为弹性本构矩阵，模量采用弹性模量 E； pD 为塑性本构矩阵，

模量采用硬化模量 pE 。

9.8 (热)弹性/弹塑性力学控制方程

至此，我们可以对开展（热）弹性/弹塑性力学计算所需的控制方程进行归纳

总结：
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几何方程
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[9.8.2]

弹性本构方程  eD [9.8.3]
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热弹性力学控制方程
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几何方程
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弹性本构方程  TeD   [9.8.6]
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弹性本构方程  dDd ep [9.8.9]

热弹塑性力学控制方程 应力平衡微分方程 0


































































z
zyzxz

y
zyyxy

x
zxyxx

f
zyx

f
zyx

f
zyx







[9.8.10]



Copyright by Liu CAO (曹流) Email: caoliu@gzhu.edu.cn
— 90 —

几何方程
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弹性本构方程  Tep ddDd   [9.8.12]

需要说明的是，上述四种情形下的控制方程是基于一定的假设与简化：

1) 材料的连续性假设；

2) 材料的均匀性与各向同性假设；

3) 材料物性参数的温度依赖假设；

4) 不考虑材料的黏性效应和蠕变效应，不考虑鲍辛格效应，拉伸与压缩的弹性

模量和屈服极限相同；

5) 准静力平衡假设；

6) 小变形假设，即变形量远远小于自身的尺寸，事实上，即使处理大变形，我

们可以将大变形视为许多小变形的组合，计算过程中重新划分网格即可；

7) 采用双线性等向强化模型对塑性行为进行简化。

9.9 金属材料的应力数值模拟研究

金属材料的应力数值模拟涉及到三类控制方程，分别为：平衡微分方程(力的

平衡关系)、几何方程(应变与位移的关系)、物理方程即本构方程(应力与应变的

关系)。依据金属材料所处的状态不同，所采用的本构模型存在差别。

(1) 固态情形

所谓固态情形，指的是金属材料一直处于固相线温度以下，不存在相变。固

态情形又可以细分为三种：① 固态小变形，恒温；② 固态小变形，变温；③ 固

态大变形。

① 固态小变形，恒温

此情形下，认为金属材料的变形相比于材料尺寸而言可忽略不计，并没有温

度载荷的作用。典型的应用场景为常温下的结构力学，主要采用的本构模型为线

弹性模型与弹塑性模型。

② 固态小变形，变温

此情形下，认为金属材料的变形相比于材料尺寸而言可忽略不计，但由于存

在温度的变化，需要考虑温度载荷的影响。典型的应用场景为凝固完成之后铸件

的应力演变，主要采用的本构模型为热弹性模型与热弹塑性模型。
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③ 固态大变形

此情形下，认为需要考虑金属材料的变形对计算区域的影响，因此计算过程

中往往涉及到网格重划。典型的应用场景为板料成形、锻造等。板料成形计算所

采用的本构模型通常为弹塑性模型。锻造计算所用的本构模型通常为刚塑性模型，

即忽略弹性变形的影响。当然，上述本构模型中也可加入温度载荷的影响。

(2) 固液共存情形

所谓固液共存情形，指的是金属材料部分区域处于固液相线温度之间，甚至

是液相线温度之上。典型的应用场景为凝固过程中的铸件应力演变。此情形下会

出现液态、准固态(固液两相共存区)、固态三相共存的情况，所涉及的应力应变

本构关系非常复杂，目前尚未有任何数学模型能很好地表达金属材料在此情形下

的力学行为。目前，不少学者对固液两相区流变学模型的构建和应用做了相关研

究，主要是在本构模型中加入黏弹性和黏塑性的特征。

参考资料：

[1] 吴树森. 材料成形原理(第 3版). p.276-p.305.
[2] 吴树森. 材料成形原理(第 3版). p.325.
[3] 陈涛. 基于有限元法的铸造热应力数值模拟及其智能化技术的研究[D]. 华

中科技大学. p.61-p62.
[4] 陈涛. 基于有限元法的铸造热应力数值模拟及其智能化技术的研究[D]. 华

中科技大学. p.60-p65.
[5] 图片来源于“黄亮. 材料成形理论基础”以及“陈涛. 基于有限元法的铸造

热应力数值模拟及其智能化技术的研究”.
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十、有限单元法

有限元法首先需要建立参考单元和参考节点，图 10.1展示的是典型的等腰直

角四面体参考单元以及 10节点参考节点。参考单元的形状确定（边 01、边 02、
边 03均为单位长度，边 01、边 02、边 03方向均为主轴方向），参考节点的坐

标确定[1]（图 10.2）。

图 10.1 参考单元与参考节点

图 10.2 10个参考节点在参考单元内的坐标
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接着引入插值函数，即针对不同参考节点规定对应的多项式，插值函数的特

点是将对应节点的坐标代入对应的插值函数中得到的值为 1，当节点和插值函数

不对应时得到的值为 0（图 10.3）。插值函数的作用是只要知道参考节点的物理

量，参考单元内任意位置上的物理量可以通过各参考节点的物理量值和对应的插

值函数获得，从而实现在微小单元用插值多项式近似代替解。使用二次插值函数

的原因是，应力应变计算时往往需要插值函数做一次偏导，二次插值函数可以保

证单元内应力应变变化的连续性。

 
ji
ji

rN ji 







0
1

[10.1]

   



9

0i
ii urNru 

[10.2]

图 10.3 各参考节点对应的插值函数

当我们对参考单元的物理量进行体积分时，我们可以利用高斯积分方法将体

积分转换为高斯积分点物理量的求和，即将体积分运算转换为求和运算：

    
i

ii gfadrf
e


Ω

Ω [10.3]

式中， ia 为高斯积分系数， ig

为高斯积分点。

对于四面体参考单元而言，二次高斯积分系数和二次高斯积分点如图 10.4~
图 10.6所示。
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图 10.4 二次高斯积分系数（体积分）

图 10.5 二次高斯积分点（体积分）

图 10.6 二次高斯积分点位置（体积分）

当我们对表面进行积分时，我们同样可以利用高斯积分方法将面积分转换为

高斯积分点物理量的求和，即将面积分运算转换为求和运算。此时的高斯积分点

位置是以局部坐标系来确定的（图 10.7~图 10.9）。

    
i

ii gfadrf
e


Γ

Γ [10.4]
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图 10.7 二次高斯积分系数（面积分）

图 10.8 二次高斯积分点（面积分）

图 10.9 二次高斯积分点位置（面积分）

至此，我们已知参考单元的形状以及参考节点的坐标，如果我们知道参考节

点的物理量，那么针对参考单元的体积分和面积分我们都可以得到了。但是实际

计算过程中，划分的四面体网格的形状千差万别，而我们需要针对实际的四面体

进行体积分和面积分，于是我们需要在整体坐标系下进行数值积分。

当我们针对整体坐标系  xΩ 进行体积分时，我们可以利用 Jacobian矩阵（雅

克比矩阵）为整体坐标系  xΩ 下的体积分与参考单元坐标系  re Ω 下的体积分建

立联系。下式给出了如何利用 Jacobian矩阵为插值函数及其偏导建立转换关系：

    
e

drNJdxN ir-xi ΩΩ
ΩΩ 

[10.5]
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式中， rxJ  为 Jacobian矩阵， rxJ  为 Jacobian矩阵的行列式。可以认为 Jacobian

矩阵中的各元素值是由整体坐标系下四面体的顶点坐标以及插值函数对

 tsrrp ,, 的偏导（该偏导就是求多项式的导数）决定，可见针对整体坐标系下不

同的四面体单元，其 Jacobian 矩阵的行列式都是不一样的。式 [10.5]中的

  e
drN iΩ
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、式[10.6]中的
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e

d
r
rN

p

i
Ω

Ω


、式[10.7]中的
   

 






e
d

r
rN

r
rN

q

j

p

i
Ω

Ω


就是求

参考单元的体积分，即我们可以利用式[10.3]将其转换为求和运算。式[10.6]中的

x
rp



、式[10.7]中的

y
r

x
r qp








就是 Jacobian逆矩阵中的元素。

如何理解 Jacobian矩阵？可以将 Jacobian矩阵视为一类数学思想，即当我们

描述同类事物时，我们需要建立同类事物之间的联系，这种联系往往需要使用

到 Jacobian矩阵。举个例子，我们建立了两个不同的坐标系 A和 B，某个时刻

下点 P在坐标系 A下的速度为 AU


，此时点 P在坐标系下的速度为 BU


。由于 AU


和 BU


描述的都是当前时刻下点 P的速度，很显然， AU


和 BU


应当具有某种转换

关系，这种转换关系就是 Jacobian矩阵（此时的 Jacobian矩阵与坐标系 A、B之

间的相对位姿相关，此操作在机器人控制领域被广泛使用）。在本文中，Jacobian
矩阵建立的是参考单元与整体坐标系下四面体单元之间的联系，可见，在处理不

同问题时 Jacobian矩阵的形式是不一样的。

当我们针对整体坐标系  xΩ 下单元的某个三角面进行面积分时，我们可以利

用 Jacobian矩阵为整体坐标系  xΩ 下的面积分与参考单元坐标系  re Ω 下的面积

分建立联系：
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    
e

drqJdxq r-x ΓΓ
ΓΓ 

[10.9]































s
y

r
y

s
x

r
x

J rx [10.10]

进一步，我们可以利用式[10.4]和式[10.2]将式[10.9]中的面积分   e
drq

Γ
Γ
表

示为插值函数与其对应参考节点物理量乘积的组合。当我们选定整体坐标系下某

个四面体的某个三角面Γ之后，在参考单元坐标系下就会有对应的三角面 eΓ ，

进而将面积分   e
drq

Γ
Γ
表示为：

       cba rqrqrqdrq
e


6
1

6
1

6
1Γ

Γ
 [10.11]

式中， cba rrr  ,, 就是图 10.8中的二次高斯积分点（面积分）。

接着我们可以将      cba rqrqrq  ,, 写成插值函数的组合：

     



9

0i
iaia rqrNrq 

[10.12]

     



9

0i
ibib rqrNrq 

[10.13]

     



9

0i
icic rqrNrq 

[10.14]

式中，  irq

是各个参考节点处的物理量。

分析式[10.11]~式[10.14]可知，面积分   e
drq

Γ
Γ
应该可以直接表示为参考节

点物理量的组合，图 10.10给出了针对参考单元的四个三角面进行面积分时，各

参考节点物理量的组合系数。图中的每一列就代表对某个三角面进行面积分时各

参考节点的系数，比如三角面为参考单元的第二个面，那么就有：

       865Γ 6
1

6
1

6
1Γ rqrqrqdrq

e

  [10.15]

进一步：

         



   865ΓΓ 6

1
6
1

6
1ΓΓ rqrqrqJdrqJdxq r-xr-x e


[10.16]
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图 10.10 针对参考单元的四个三角面进行面积分时组合系数

需要说明的是，面积分使用的雅克比矩阵与体积分使用的雅克比矩阵是不一

样的。面积分使用的雅可比矩阵的行列式的物理含义是整体坐标系下三角面面积

的二倍，而体积分使用的雅可比矩阵的行列式的物理含义是整体坐标系下四面体

体积的六倍。以上操作教会我们当面对整体坐标系下的单元体积分和三角面面积

分时，我们可以利用雅克比矩阵、插值函数以及参考单元的物理量进行组合。

以采用有限元法求解 Laplace方程为例（可视为稳态热传导方程），假设边

界 Γ可分为 cΓ 和 qΓ 两部分（ cΓ 为第一类边界条件， qΓ 为第二类边界条件，图

10.11）。

02  QT [10.17]

（第一类边界条件）0TT  [10.18]

（第二类边界条件）qTn  [10.19]

图 10.11 边界条件示意图
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对式[10.17]进行体积分，对式[10.19]进行面积分，并对两者进行组合：

    0dΓdΩ
ΓΩ

2  
q

qTnwQTv 
[10.20]

式[10.20]中的 v和w为任意函数，进一步假设 vw  ，经过数学处理可得：

   
q

vqvQTv
ΓΩΩ

dΓdΩdΩ [10.21]

对于整体坐标系下的某个单元而言，采用插值函数来代替未知量

 



9

0i
ii TxNT 
，即可得：

           

     

 



 













































9

0
ΓΩ

9

0

9

0
Ω

ΓΩ

Ω

i
iiii

i j
j

jijiji
i

q
qdxNvQdxNv

Td
z
xN

z
xN

y
xN

y
xN

x
xN

x
xNv





[10.22]

理解式[10.22]的方法是：认为矩阵 110V  代表该单元 10 个节点的 iv 值，矩阵

110T  代 表 该 单 元 10 个 节 点 的 iT 值 ， 那 么 式 [10.22] 其 实 等 同 于

    1101101101010110 PVTKV   TT
，式[10.22]中的  

 

9

0

9

0i j
 操作对应与矩阵 1010K  的

各个元素，式[10.22]中的  


9

0i
 操作对应与矩阵 110P  的各个元素。由于 v是任意

函数，于是可得：

1101101010 PTK   [10.23]

           
 
































Ω

ΩK d
z
xN

z
xN

y
xN

y
xN

x
xN

x
xN jijiji

ij


[10.24]

    
q

qdxNQdxN iii ΓΩ
ΓΩP 

[10.25]

式[10.24]和式[10.25]需要在整体坐标系下进行体积分和面积分，于是可以使

用式[10.5]、式[10.6]、式[10.7]、式[10.9]所示的方法将其转换为雅克比矩阵行列

式与参考单元坐标系下的体积分和面积分，进而转换为雅克比矩阵行列式与参考

节点物理量的组合。

事实上，我们有很多个四面体，每针对一个四面体都需要进行式[10.23]所示

的矩阵组装。如果整个计算网格一共有 n个计算节点（二次单元），那我们应该

对如下矩阵进行组装：
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11 PTK   nnnn [10.26]

           
 
































sum

jijiji
ij d

z
xN

z
xN

y
xN

y
xN

x
xN

x
xN

Ω
ΩK


[10.27]

    
sum

i
sum

ii q
qdxNQdxN

ΓΩ
ΓΩP 

[10.28]

式中， nnK 为刚度矩阵， 1P n 为载荷向量。 ijK 的物理含义是节点 i与节点 j之间

的关联。很明显，当某个节点（如编号为 100的节点）只属于一个单元时，刚度

矩阵的第 100行或第 100列最多只有 10个不为零的元素，如果该节点同时属于

三个单元，刚度矩阵的第 100 行或第 100列不为零的元素个数最多为 28。需要

说明的是，上面没有对第一类边界条件进行组装，一般对于第一类边界条件的处

理是在上面组装结束之后，采用赋 0赋 1法进行处理。

如采用有限单元法求解热弹性方程（这里不做具体推导），基于弹性力学控

制方程，利用最小势能原理、泛函、变分等处理，可以得到如下矩阵等式[2]：

131333 PUK   nnnn [10.29]

  
sum

Ω
sum

303033 ΩDLNLNKK dTT
nn [10.30]


































G
G

G
G

G
G

2
2

2
2

2
2

D 66





[10.31]
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2
1

2
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2
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2
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L 36 [10.32]


















9

9

9

0

0

0

303N
N

N
N

N
N

N
 [10.33]

    
sum

ΓΩΩ 0
sum

13013 ΓTNΩFNΩDεLNPP ddd TTTT
n [10.34]

  ΔT0001110  T [10.35]
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式中， 13U n 为位移向量（包含 3个方向的位移）， 0 为热应变向量。式[10.34]

中右端第一项代表热载荷，第二项代表体积力，第三项代表面力。由式[10.29]
得到位移之后，再通过几何方程得到应变分布，接着通过本构方程得到应力分布。

如采用有限单元法求解热弹塑性方程（这里不做具体推导），需要将整个成

形过程分为多个增量步，参考热弹性方程的有限元求解，求解第 i个增量步的位

移向量增量的矩阵等式为[2]：

     iii PΔUK  [10.36]

   
sum

Ω
ΩLNDLNK di

TT
i [10.37]

            
sum

ΓΩΩ 0 ΓTNΩFNΩΔεDLNP ddd i
T

i
T

ii
TT

i [10.38]

     iT
i ΔT000111Δ 0   [10.39]

式中， iK 、 iΔU 和 iP 分别为第 i个增量步的刚度矩阵、位移向量增量和载荷

向量； iD 为第 i个增量步的弹塑性本构矩阵； i0Δ 为第 i个增量步的热应变向

量。

需要说明的是，这里只是对有限单元法的基本思想和简要的矩阵组装过程进

行了说明，深入的理论推导与计算请查阅相关书籍和论文[3, 4]。
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